Um modelo matematico para timbre orquestral by Manzolli, Jônatas, 1961-
10006/BC 
UM M'.JDELO M.~TEMÁTICO PAR~ TIMBRE ORQUESTR~L 
' 
Este exemplar corresponde à redação 
final da tese devidamente corrigida 
e defendi.da pelo Sr. JÔnatas Manzolli 
e aprovada pela Comissão Julgadora. 
Campinas, ,~ .·? Setembro de 1988. 
Prof.iDr. José Luiz Boldrini 
Orientador 
Dissertação apresentada ao Institu-
to de Matemática, Estatística e 
Ciência da Computação, ONICAMP,como 
requisito parcial para a obtenção 
do titulo de Mestre em Matemática. 




"UM MODELO MATEMÁTICO PARA TIMBRE ORQUESTRAL" 
JÔNATAS MANZOLLI 
Construção e desenvolvimento de um 
modelo que gerará um problema de 
~rogramação não linear misto, cuja 
solução expressará o timbre de uma 
orquestra sinfônica. 
À minha querida Eliana. 
' 1\GHADECIMEN'l'OS 
Ao meu orientador,Prof. Dr. José Luiz Boldrini, que 
aléJTI de prover os subsídios de conteúdo matemático, se empenhou 
nos assuntos rnusic,ais aqui tratados, que não deix.:-:·1ram de ser ana 
lisados cuidadosamente. 
Ao meu colega de turma,Francisco de Assis Magalhães, 
pela ajuda nas questões computacionais. 
Ao meu amigo,Prof. Dr. Adolfo Maia Junior,que sem-
pre discutiu comigo importantes"conceitos veiculados nesta dis-
sertação. 
A Profa. Naria LÚcia Leão de Almeida,que revisou a 
redação final. 
A Maria de Lourdes Soares da Silva, pela dadilogra-
fia da tese. 
Aos meus colegas de turma: o Zé, a Socorro, o Vini-
cius e o Chico,pelo incentivo e apoio. 
Jônatas Manzolli 
Campinas, segundo semestre, 1988. 
I 
A sombra conhece a luz, 
o ultra-som escuta o som. 
Os homens são sombras ultra-sônicas, 
artesãos tecendo tranças nos caminhos. 
II 
Alguns são andarilhos, 
outros passam os dias nas esquinas 
contando fábulas. 
Todos caminham, porque hâ caminhos • 
as esqu~nas ê que movem os quarteirÕes. 
III 
No ceu ainda existe espaço, 
os caminhos estão cheios de pes; 
a terra prometida 
estâ nos passos dos caminhantes. 
IV 
De repente, alguém descobre que pode voar; 
rompe a barreira do som 
e quando ela pa·ssa os seus passos vêm atrâs. 
v 
Beduínos, ciganos, eremitas, 
loucos viajantes. 
Camelos, carroças, carros, 
rotas, mapas, caminhos. 
Os homens celebram os raios do sol 
andando em caravanas. 
VI 
Os homens são nÔmades: 
todos caminham, porque hâ caminhos, 
diversos, mas os mesmos caminhos. 
Basta olhar as sombras 
nas trilhas que o tempo nao apagou. 
NOTAÇÃO 
' 
No texto existem três tipos de ilustrações: tabelas, 
gráficos e figuras; cada uma delas será denotada por suas iniciais 
'rT 11 , 11 G11 e 11 F 11 ,respectivamente. Por exemplo, a ilustração G2.5 e o 
quinto gráfico do segundo capítulo. 
As referências bibliográficas serao dadas entre colche 
tes. 
As equaçoes serao enumeradas por capítulos, ou seja, 
2.3 é a terceira equação do segundo capítulo. 
Passamos agora a nomear a notação que usamos separand~ 
-as em parâmetros e Índices, variáveis, funções auxiliares e funções 
principais. 
PARAMETROS E !NDICES: 
n = numero de naipes da orquestra. 
j =índice do j-ésimo naipe, j = 1,2, ... ,n. 
k-1 = número de intervalos de integração. 
i= índice do i-ésimo intervalo, i= O,l, •.. ,k-1. 
s-1 = número de subintervalos de integração. 
v= lndice do v-ésimo subintervalo, v= O,l, ... ,s-1 
Mi = i-ésimo CORTE DE INTEGRAÇÃO. 
~v = v-ésimo subintervalo de integração. 
VARIAVEIS: 
w = logaritmo decimal da frequência. 
xj =número de instrumentos do j-ésimo naipe. 
y. = loudness musical do j-ésimo naipe. 
J 
FUNÇÕES AUXILIARES: 
gj(w,yj) =função sinal de fj(w,yj) associada ao 
j-ésimo naipe. 
si (j) = função indicador do i-ésimo intervalo de 
integração associada ao indice do j-ésimo 
naipe. 
FUNÇÕES PRINCIPAIS: 
F(w,X,Y) =Função-Timbre Orquestral. 
f, (w,x.,y.) =Função-Timbre do j-ésimo naipe. 
J J J 
G'(w) = Função-Timbre Objetivo 
~{X,Y) =Função Objetivo. 
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UM MODELO MATEMÁTICO PARA TIMBRE ORQUESTRAL 
INTRODUÇÃO 
Verifica-se que historicamente a música e a matemática ca 
minham juntas há muito tempo; a escola de Pitágoras, por exemplo, 
há 400 a.C. já se preocupava com a relação entre elas. Através da e~ 
periência de construir um monocórdio e medir os comprimentos de di-
versas cordas, demonstravam que os intervalos entre notas musicais 
seguem proporções de núme404 ~nte~404 pequenoh. os Pitagóricos extr~ 
pelavam tal relação pàra os fenômenos da natureza em geral, chegando 
a afirmar que os planetas do si~tema solar orbitavam em torno da ter 
ra, em trajetórias circulares, descrevendo o que chamavam de "MÚ.õiea 
da.õ E.6 á e!La..&" • 
Kepler aboliu,com suas três leis, as idéias geocêntri-
cas, mas constatou que a velocidade angular dos planetas no ponto 
mais distante do sol -- afélio -- é proporcional à velocidade angu-
lar no ponto mais próximo -- periélio --, e que estas relações sao 
dadas por números inteiros pequenos,como no modelo pitagórico. 
Encontra-se no trabalho de Johann Sebastian Bach um dos 
melhores exemplos do pensamento analítico contido na música. Quando 
Bach consagrou a escala temperada com seus 48 prelúdios e fugas do 
"Cravo Bem Temperado 11 , não estava somente provando a versatilidade 
e rnaleabilidade da escala cromática; usando urna técnica estrita cha-
mada FUGA, concretizou as bases de um sistema muito mais amplo: A 
TONALIVAVE. A maneira singular com que esse grande cornposi~ tratava 
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as funções tonais vem demonstrar nao apenas que seu pensamento ao com 
por era conciso e formal, corno, também, que a união histórica destas 
duas áreas do conhecimento humano trouxe resultados estéticos extre-
mamente importantes, até hoje estudados. 
Já Leibniz dizia ser a J/mU:;.,-t.c.a um exeflc_lc.io de aJt..i..tm:é:tJ.. 
c.a ée.i..-to pe-to e..ópZilL:to, J..n.c.on;.,c.J..e.nte. de que e.J.i-tá a c.onta!t". 
No começo do século 1 Stravinski afirmava que a "ma.-te.mãt.i. 
c.a. e um e;.,tu.do -tão ÚL{ __ J!._ a um c..ompo;.,J..-toJt c.omo o aplLe.ndizado de. uma ou 
tf'La LZng u.a é_ U:tA..-t a um po e.ta J/ • 
Os compositores contemporâneos já recorrem há muito tem-
po a modelos matemáticos para auxiliar sua técnica composicional,uti 
lizando recursos tais corno: Processos Estocásticos, Teoria de Conju~ 
tos e de Grupos, Métodos de Pesquisa Operacional e ferramentas mate-
mático-corriputacionais. 
Este uso de estruturas matemáticas na música leva à dis-
cussao da natureza destas duas áreas. Não raro escutam-se expressões 
desavisadas: 
MÚsica é pura arte; matemática, pura ciência. 
-A música nao propoe nenhum problema; a matemática se 
constitui somente deles. 
A música é totalmente intuitiva; a matemática 1 estrita-
mente analítica. 
Tais afirmações subestimam a música e tolhem a matemática, 
agindo como barreira ã proposta do emprego de processos matemático--
-computacionais na composição musical. 
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Na música encontra-se o pensamento abstrato contido na 
matemática. A~TONALlVAVE é um sistema no qual um elemento musical,ou 
seja, um tema, pode ser explorado, transformado, revelado em contex-
tos musicais_ diferentes, gerando um processo que preserva a estrutu-
ra organizacional pré-estabelecida. A matemática necessita da intui-
çao e a sua beleza pode ser sentida. 
A música e a matemática sao duas grandes linguagens que 
foram separadas historicamente, apesar de terem estado incorporadas 
no princípio da civilização ocidental. Pensando nesse começo histó 
rico, buscando uma nova forma de tratar os processos musicais, encon 
trames na matemática um meio eficiente e compacto de auxílio a análi 
se musical. 
Mais propriamente, estaremos interessados em estudar a 
formação do timbre de uma orquestra. O som de urna orquestra sinfôni-
ca, muitas vezes, chama a atenção pela complexidade, equilíbrio e p~ 
lo efeito estético percebido pelos sentidos. Este conjunto é consti-
tuído por urna variedade de instrumentos agrupados em subconjuntos 
chamados de NAIPES (com a restrição de que em um naipe devem 
instrumentos de mesmo timbre) . 
estar 
Percebe-se que a relação entre os instrumentos sinfôni -
cos e a nossa percepção envolve fatores de três naturezas diferentes: 
estética, sensorial e física. 
Os aspectos de natureza estética podem ser elucidados 
através de um exemplo emprestado às artes plásticas: um pintor, ao 
criar uma determinada coloração -em suas telas, tem em ~ente, para 
conseguir seu objetivo, a quantidade de tinta necessária e a 
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intensidade de cada uma das cores. 
' De forma análoga, um músico ao orquestrar cria blocos 
timbrísticos que, ao serem contrapostos, caracterizam de maneira Úni-
ca sua linguagem sinfônica~ Assim, pode-se perceber que trechos de 
uma obra determinada de~e~evem ca~acte~Zhtlcah a~queht~at~vah do 4eu 
campo h-i .to JL. 
Este trabalho, para justificar a construção de uma fun-
ção-critério, apóia-se na idéia de que pequenos trechos caracterizam 
a linguagem timbrística do compositor. Esta função-critério será uma 
estrutura de anál~~e mu~~caf, através da qual um programa de computa 
dor auxiliará a composição. 
Pretendemos desenvolver uma rnaena-e~.t~utu!La que propicie 
ao compositor os parâmetros necessários à rápida obtenção do efeito 
timbristico desejado. O programa fornecerá a quantidade ideal de ins 
trumentos por naipe e o loudness de cada naipe, para um trecho musi-
cal e uma orquestra proposta 9elo músico. 
A estrutura da tese é a seguinte: no primeiro capitulo dis 
cutem-se alguns tópicos de teoria musical. ~ mais fácil compreender 
todas as informações contidas na resolução do problema situando-o sob 
o ponto de vista musical. S fundamental , portanto, o conhecimento 
de conceitos como Sê~ie HahmÔniea, T~mbne e Pe~eep~ão Audl~iva. 
No segundo capitulo estuda-se percepção auditiva no seu 
aspecto fisiológico. Sabe-se que a audição não é linear, ou seja, o~ 
vem-se mais claramente os sons médios, e mais atenuadarnente os graves 
e os agudos. E, além deste fator, a percepçao de intensidade chamada 
de loudness gera urna resposta que nao é proporcional à soma das 
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intensidades dos estímulos. Existem curvas e equaçoes que determi-
nam este cornpertamento~ através das mesmas estudaremos estas distar 
çoes. 
No terceiro capítulo discute-se quais os aspectos da 
acústica musical que descrevem as propriedades timbrísticas de um 
instrumento. Estes fatores de natureza física são vinculados a res-
sonância de notas musicais chamadas de harmônicos. Cada instrumento, 
dependendo do material com que é construido, produz uma sequência de 
harmônicos peculiar. verifica-se matem~ticamente que estas relações 
são descritas através da SER1E VE FOURIER e podem descrever o timbre 
de uma nota isolada através de um gráfico chamado de ESPECTRO VE FOU 
RIER. Ainda nesse capítulo, descreve-se urna curva chamada de Cnve!o-
pe E-ópec..tJLa.t (definido como o Eavelope dos Espectros de Fourier), cu!. 
va que caracteriza o comportamento de todas as notas de um instrumen 
to sinfônico. 
No quarto capitulo, com o Envelope Ebpec.t~a.t, constrói-
-se a 6un~ão-t~mb!Le de um inhZ~umento. E, por meio da superposição 
destas funções-timbre, estrutura-se a "FUNÇÃO-TIMBRE ORQUESTRAL". 
No quinto capítulo,usando-se uma Fun~âo-T~mb1Le Objet~vo 
a.Hoc).ada a u.m tJtecho mu.oicat, de6fne-oe u.ma "FUNÇÃO OBJETJVO" como 
sendo o Mln-Lmo Qu..ad!Lada (usando a Norma L2) entre a Função-Timbre o.e, 
jetivo e a Função-Timbre Orquestral. Finalmente chega-se a um P!Lobt~ 
ma de P~og!Lama~ão Não Linea!L Mi-bto com variáveis relacionadas ao 
loudness de cada naipe e à quantidade de instrumentos no naipe. Para 
resolução deste problema desenvolve-se um programa que usa os méto-
dos BRACH ANV BOUNV e GRAVIENTES CONJUGAVOS. 
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Finalmente, devemos ressaltar que muitos outros aspectos 
deveriam ser levados em conta para que este modelo matemático pudes-
se explicitar totalmente o complexo problema da determinação do tim-
bre de uma orquestra. Porém, é importante verificar que existe pouca 
pesquisa desenvolvida nesta área, o que torna difícil a busca de da-
dos que venham esclarecer questões fundamentais e, por isso, nos res 
tringimos ao modelo proposto. 
Acreditamos que pesquisas envolvendo a matemática com no 
vas areas certamente ampliarão os conceitos e a visão da matemática 
aplicada. o desenvolvimento de um novo algoritmo nasce das necessida 
des reais do dia-a-dia. Assim, pensamos que o conhecimento huremo ana 
lisado integralmente é a maneira mais natural e produtiva de se fa-
zer ciência. 
O importante é que este trabalho suscite outros de mesma 
natureza e que através deste procedimento se encontre uma forma de 
desenvolver a linguagem orquestral que ainda vive, em muitos momen-






Para facilitar a cornpreensao dos capitulas que se seguem, 
procuramos introduzir aqui, de forma não rigorosa, conceitos musi-
cais que posteriormente serão formalizados, e que criarão um elo en-
tre a terminologia musical e os parâmetros do sistema a ser modelado. 
1.1. NOTA MUSICAL 
O som de dó, ré, mi, fá ..• etc a maioria das pessoas já 
ouviu produzido por instrumentos musicais. No entanto, esta triviali 
dade aparente pode ser aprofundada na medida em que se verifica que 
o mecanismo de peheep~ão mu4lcat está relacionado à transcodificação 
do estimulo auditivo feita no cérebro, que o compara a códigos pre-
-estabelecidos. 
Existem diversos parâmetros para tal associação: o cére-
bro reescalona o tempo de duração de um evento sonoro, associa a in-
tensidade do som a uma medida diferente da medida física/ e em parti 
cular, na percepção de frequência {altura de uma nota musical), faz 
uma audiqão seletiva que associa a urna variedade de sons justapostos 
uma frequência preponderante. Dessa forma, neste trabalho entendemos 
que: 
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• NOTA MUSICAL ê um evento ~ànono ao quaL ~• 
• 
pode. a.ó.&oc.)..afl. uma t)Jtequênc..i..a. pk.eponde.Jta.nte.. 
Tal t)fl.equência., que c.a.fl.a.cte.fl.iza. a ~ de 
uma nota muõ~eat, e chamada de FREQUENCIA 
FUNVAMENTAL. 
Observação: Na realidade a expressao frequência fundamental (nota 
fundamental), se aplica a muitas situações musicais, mas neste tra-
balho definimos o conceito apenas para o caso particular acima. 
Quando um instrumento musical gera um estimulo sonoro, e 
um indivíduo é capaz de dizer qual nota escuta, verifica-se que a 
frequência fundamental é a 6Jt.e.qu.ênc.ia. da. plt.lme..L'ta fiu.n.ç.ã.o de uma. SOMA 
VE FUNÇiJES PERIOVICAS, soma esta que define uma NOTA TlMBRAVA (nota 
tocada por um instrumento determinado) ~ 
A música é um processo dinâmico e nela a sucessão de even 
tos sonoros relacionados entre si passa a ter grande relevância. Na 
música tradicional este processo é chamado de MELOVIA; contudo, no sé 
culo XX, a experimentação levou os compositores a modificarem essa 
visão tonal. Assim, através de conceitos corno o de ENTROPIA E ORVEM 
VE UM SISTEMA [ 3 1 [ 7 ],ampliaram a interação dinâmica da música e 
criaram novos processos composicionais [ 1 J [ 5 1 • 
Para o entendimento deste texto, não e necessária a dis-
cussao da natureza dos processos tradicionais ou contemporâneos de 
composição. O essencial é que a música, ao ser analisada como um SIS 
TEMA VINÂM1CO, abrangerá estes dois processos. O que .. se modifica 
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em diferentes formas de ordenação de eve~tos sonoros, sao as variá-
veis do siste~a e alguns de seus parâmetros. 
1.2. MODOS E ESCALAS 
Um instrumento musical é uma fonte geradora de estímulos 
sonoros, agindo dentro de uma faixa bem determinada do espectro de 
frequências, isto é, para cada instrumento há um limitante inferior 
de frequência, que depende da sua construção e em geral é fixo; e um 
superior, que dependerá da virtuosidade do instrumentista. 
Todavia, pode-se supor que estes limitantes sao em média 
dados por f (frequência mínima} e min frnax (frequência máxima? e as 
sim define-se: 
• TESS1TURA de um -l.nb.t4ume.n.to mtLb-ic .. al é. o in 
:t~Jtvato de óJtequêne.<a. da.do pott [fmin' fmaxl· 
' 
Ainda analisando-se o instrumento como fonte sonora per-
cebe-se o seguinte fato: 
• Uma. vez que a te-6.6.ituJt.a ê. um inteJtvalo c.on 
Além de nao varrer todo o espectro de frequência, os in~ 
trumentos tocam apenas algumas notas da faixa de frequência a qual 
estão limitados. Esta discretização é determinada por um PROCESSO 
HIST6RICO. Partindo-se deste princípio,a compreensão do nosso modelo 
ocidental reporta-nos' à Grécia e à experiência do mo~ocórdío~ 
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O primeiro tópico a ser ressaltado é que, para o mundo 
grego, so exi~tiam números inteiros, e as experiências da escola de 
Pitágoras procuravam evidências apenas para este modelo discreto, re 
sumido pela expressão: TUVO Ê NÚMERO. 
As descobertas helênicas partiam do principio da observa 
çao da natureza. Urna constatação muito importante feita por eles é 
que, ao se cantar ou tocar um instrumento musical, subdivide-se o es 
pectro de frequência em partes inteiras. Há uma repetição de certos 
grupos finitos de notas que determinam o conjunto básico a partir do 
qual se construirá uma melodia. 
Precisamos ressaltar que esta forma de relacionar ~s fre 
quências com símbolos dentro de um grupo finito, já pré-estabelecido, 
está presente em diversas civilizações. Para cada uma delas a forma 
e o número de elementos destes grupos varia, e, o que é muito impor-
tante, o eonee~to ebtêtieo do ~om he~uttante é bem di6ehente. Afirma 
mos que a fio~ma de eantan de uma c~v~tlza~ão ê pnoduto natunat do 6eu 
mode..to de. u.nlve.n.óo. 
Uma propriedade da música ocidental que,de tão fundame~ 
tal, passa despercebida, é o fato de que, para a nossa cultura, a ca 
da oito notas cantadas, a primeira e a última são consideradas ana-
!oga~, ou seja, a partir da oitava nota o ciclo se repete. Este in-
tervalo de notas é chamado de OITAVA. 
Esta característica é tão sutil e enraizada da nossa cultura que 
quando soam juntas uma voz masculina e uma feminina, nao se torna 
consciência, muitas vezes, de que as duas vozes, mesmo" cantando a 
11 me..~ma nota", não soam na mesma frequência: a voz feminina soa 
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oitava acima, portanto mais aguda que a voz ntasculina. Esta repeti-
çao que se faz de um ciclo de notas, foi talvez a primeira constata-
çao grega dentro do contexto musical. 
Para os gregos as notas estavam relacionadas a comprimeE 
to de cordas e eles descobriram que a extensão de uma corda soando 
uma oitava acima era exatamente a metade do comprimento de uma corda 
que emtia uma nota oitava abaixo. Em termos de frequência a relação 
é inversa, ou seja, dada urna nota inicial (f 0 J, a nota oitava acima 
(f01t) é dada por: 
Existem infinitas maneiras de subdividir uma oitava em 
oito partes, contudo os gregos tinham maneiras bem definidas para es 
ta discretização. E-6-.te . .ó g!Lupo-6 de. no.ta-6, c.hamado.ó de MODOS GREGOS, 
têm nomes característicos: Modo Jôn~o, VÕ~~~o. F~lgio, Lldio, MixotZ 
dio, ~Óleo e L5e~~no. 
Urna conse'quência natural da discussão acima e que pode-
mos formalizar a questão da discretização do espectro de frequência, 
feita na música ocidental, através do conceito matemático de Gnupo 
CZefi~o. Assim, dada uma subdivisão da oitava, dentro dela um conju~ 
to de frequências é bem determinado (de modo construtivo) ,e de:f.inem-
-se as egah~eh de equivalência dos elementos deste grupo, como sendo 
as NOTAS MUSICAIS VESSE MOVO. 
Sob este ponto de vista, percebe-se que o que determina 
um modo nao é a frequência absoluta de cada nota associada a uma 
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classe, mas o intervalo de frequência ex~stente entre as classes . 
. , 
Por esta maneira de construir-se um modo e por razoes re 
lacionadas com a nossa percepçao, que serão analisadas posteriormen-
te no capitulo III, pode-se verificar a proximidade que existe entre 
a MÚb..tc..a. .õeJt)..al - produto do século XX, e a MÚ-6.[ea. Moda.t G!ttga -pr2 
duto do século IV a.c .• Contemporaneamente, compositores importantes 
como MLt.ton Bab..ttt [ 2 ] , u.l!am no .6eu. tnaba.tho c.ompo.6,[c.lona.i o c.onc.e.,[ 
to de. g!tupo, que já e-6tava lrnpi1eito na rnÚóica g!tega. 
Esta análise nao foi feita somente para mostrar que a 
nossa civilização utiliza poucos sons do espectro de frequências;ela 
tem o intuito de ressaltar que, quando se constróem as relações en-
tre as notas de um modo, e~tá-óe loganitmizando a finequênc~a. Assim 
constata-se que: 
• O ouvido humano pencebe vania~õe~ de 6ne-
quênc~a de óonma loganZtmlea. 
Para exemplificar a afirmação acima, faremos uma analo-
gia entre a definição física (em termos de frequência) de uma oitava 
e a sua aferição musical: 
FISICAMENTE: dado f 0, ct 6Jtequêne-éct f, oitava aelma, e dada pOJt: 
MUSICALMENTE: dada _a nota n 0, a nota n, oitava acima, é dada po~: 
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onde: n ~ log(f), n 0 ~ log(f0 ) e R~ log 2 . 
• 
Parace-nos intuitivo definir uma unidade de medida loga-
rítmica de frequência, para com a mesma medirmos as distâncias entre 
as notas de urna escala. Assim usamos o termo "Tom", que tem muitos 
significados no contexto musical, mas será tornado neste tópico no 
sentido de que um Tom hignifiica uma unidade. de medida equivaten~e a 
d~htâncla, po~ exemplo, e.nt~e o dÕ e o ~e do teclado do piano. Meio 
tom ou le.mi-.tom, o lrtte.Jt.va.to e.x.ih.te.nt.e. e.n.tJte. ml e. fiá ou h i e dõ. 
Dada esta definição intuitiva e restrita de "Tom", pode~ 
-se medir as distâncias existentes entre as notas do modo jônio como 
na figura (Fl,l). 
A 
MODO JONIO 
T , T 1BT1 T 
dó ré mi fá sol lá si dó 
Fl.l 
Em experimentos como o do rnonocórdío, a relação de fre-
quêncía entre as notas de um modo foram determinadas por proporçoes 
de números inteiros associados a comprimentos de cordas. Novamente, 
na tabela {Tl.l), usa-se o modo jônio como exemplo, agora para mostrar 
quais proporções de números inteiros pequenos determinam as classes 




dó - mL fá sol lá si dó r e 
f ~f Qf 4 ~f 5 .!É f a f f 2/ 8 4 2 3 8 
Cada um dos modos gregos cria impressões sonoras caracte 
rísticas, porém dois deles foram perpetuados até hoje: o modo eôteo 
to jônio, conhecidos por: ESCALA MENOR f MAIOR. Os nomes associados 
às notas {dó, ré, mi, ... ), não são gregos e foram dados posteriorme~ 
te. 
Visto que a nota muSical é um evento sonoro, principio 
anteriormente citado, os códigos associados às escalas, os quais são 
a base do sistema de informação musical {música tradicional) , trazem 
dentro de si uma não-linearidade que acompanhará todo o processo de 
percepçao sonora. ~ esencial que este fato seja evidenciado agora, 
pois no decorrer do próximo capítulo outros fenômenos relativos à pe_;: 
cepção serão estudados, e neles,também, encontram-se associações nao 
-lineares. 
Existem outras formas de determinar sequências de notas 
musicais relacionadas com números naturais, porém a sequência mais 
importante para este trabalho é chamada de Séft~e HaftmÔnica e é deter 
minada de forma muito mais simples. 
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6undame.n;ta-t w0 ê: a .6e.qu.ê.nc...út de. úJte.quê.nc....i.a-6 
de.A:e..tminada-6 pe.-to.t. mú.tt..lp.to.6 ,intei.JLo-6 de. w0 , 
sao chamados de HARMÔN1 COS VA FUNVAMENTAL w0 . 
Os músicos em geral têm a série harmônica corno um produ-
to natural de sua percepção auditiva, o que vem demonstrar o quanto e 







Já se estabeleceu que a fundamental é a nota prepondera~ 
te de uma justaposição de outras notas. A série harmônica representa 
exatamente as notas que ressoam junto com a fundamental. ~ fácil ver 
també.m que, tomando-se apenas potências de 2 , a série harmônica se 
rã determinada por uma sequência de notas defasadas , entre si, de 
uma oitava, e portanto notas identificadas com a fundamental 
ponto de vista de escala). Definimos agora: 
• SOM PURO [ou ~om pu~ol: qualquen e6~Zmulo 
t.onono (em panLtculaJL uma nota tmu.icct.f) que. 
não ~enha hanmanico6 ne66oando consigo. 
(sob o 
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Observa-se que Som Compo~ta é a definição complementar. 
' Estas expressoes ressaltadas acima serao de extrema im 
portãncia posteriormente, quando relacionarmos a série harmônica ao 
timbre de urna nota musical através do ESPECTRO VE FOURIER. 
1.3. TIMBRE 
Um outro tópico importante é o conceito de "TIMBRE". Po-
de-se caracterizá-lo, intuitivamente, corno a maneira pela qual um ins 
trumento soa e faz-nos distinguir qual instrumento está sendo tocado. 
O timbre tem um significado muito amplo neste trabalho, pois nosso 
objetivo é ampliar este conceito, restrito a um instrumento, definin 
do-o de forma mais ampla para u~ conjunto de instrumentos [ 4 J. 
No dia-a-dia usa-se esta capacidade auditiva de seleção 
timbrística para distinguir qual pessoa fala, que objeto caiu e se 
quebrou em outra sala, que instrumento está tocando e em muitas ou-
tras ocasiões. Esta distinção é pessoal e é função da interação do 
ouvido com o estímulo sonoro. Por esta razão, nosso trabalho levará 
em con'ta as relações existentes entre a produção acústica do sinal e 
a sua percepçao. 
Por enquanto, pode-se afirmar intuitivamente: 
• TIMBRE é a p~op~iedade do ~om que ea~ae~e­
ll..i..za .6Ua 6on~e.. 
Tendo em vista a maneira pela qual uma nota musical é 
percebida pelo cérebro,podemos afirmar: 
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• A noção de t.émblte é üunção ·de peltapção daJ> 
' ~nten~~dade~ de cada hanmôn1co. 
o som característico de cada instrumento musical. é fun-
çao de dois aspectos: 
1. Maténla-pnlma de con~tnução. 
2. Fonma de tocan a 1n~tnumento. 
Os instrumentos dentro da orquestra sao classificados, 
em grande parte, pelo material com que são construidos! 
a. conda~ (violinos, violas, cellos e contrabaixos) 
b. made1nah (flautas, oboés, carne-inglês, clarinetas e 
fagotes 
c. metaló (trumpetes, trompas, trombones e tubas). 
o modo de tocar o instrumento, chamado de ataque, influe~ 
cia grandemente o timbre, pois dependendo do toque, a forma de onda 
da nota musical mudará significativamente. Para os instrumentos de 
sopro a forma do bocal e da palheta de cada um e muito importante. 
No caso das madeiras, temos a seguinte subdivisão: 
a. palheta -6-i..mple.b (clarinetas) 
b. palheta dupla (oboés, cerne-inglês e fagotes). 
Todos estes fatores físicos são responsáveis pela inden-
tificação do timbre e há urna subdivisão timbrística na orquestra,que 
pode ser caracterizada por subconjuntos assim: 
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• NAIPE é um ~ubconjunto de .én<~t.wmento" de 
Os naipes são a base da estrutura do nosso modelo, pois 
partindo de uma função que determina o ~~mb~e de um naipe construir~ 
mos o ~~mb~e o~que~t~al, do mesmo modo que um músico parte do timbre 
de cada naipe até abranger toda a orquestra. 
1,4. TÓPICOS RELACIONADOS À PERCEPÇÃO AUDITIVA 
Todas as nossas considerações são no sentido de explici-
tar as informações necessárias ao entendimento do que significa Tlm-
b4e e ~ ele é percebido. A partir de agora, focaliza-se a termino-
logia musical relativa à percepção auditiva dessa caracteristica so-
nora. 
Até este momento, apesar de já se ter mencionado a impor 
tância da interação do sinal acústico com o ouvido e o seu processa-
mente posterior no cérebro, não se forneceu nenhuma medida que possa 
quantizar a percepção auditiva. Assim, seguem três propriedades vin-
culadas à nossa percepçao: 
1. Nã.o he. e.t.cutam toda..!> ah 6Jte.quên.c.iah c.om 
1gual ~nte.n.hidade.. 
2. O in.te.Jtvalo de. in.te.nt.idade.h pe.hc.e.bidab p~ 
lo ouvido tem amplitude. de. aphoximadame.n-
te 1 O 1 2 • 
3. Fixada uma. 6ne.quê.nc.La., a va.IL-La.ç.ão de. inte.n 
hidade. nao é pe.Jtc.e.bida. de. 6o1Lma. line.a.h. 
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Pode-se entender o primeiro fato acima como a maneira 
de o ouvido prestigiar as frequências médias do intervalo de audibi-
• 
lidade. Estas frequências estão vinculadas à maioria das informações 
acústicas do dia-a-dia. Veja gráfico (Gl.l ) [20 1 
Entende-se intuitivamente o segundo fato corno urna ca-
racterística de grande importância na audição, pois através desta ver 
satilidade um individuo pode perceber desde o som de uma folha de pa 
pel ao cair no chão até o estampid~ de um canhão. E, para caracteri-
zar esta variação, costuma-se usar uma unidade de medida logarítmica 
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Por fim, entende-se o terceiro fato como um complemento 
do segundo na Medida em que se, para uma frequência fixa, a intensi-
dade fosse percebida de forma linear, o ouvido não seria c~z de peE 
ceber uma variedade tão grande de intensidades. O que a audição faz 
é ·uma mudança de escala que será bem determinada posteriormente {Equa 
ção d~ Stevtn4l. Este fenômeno auditivo será levado em consideração 
ao construirmos o modelo matemático deste trabalho. 
Este modo característico de o ouvido perceber intensida-
des pode ser resumido numa expressao bem conhecida para quem traba-
lha em áudio: 
• LOUVNESS ~ a ~nteno~dade peheeb~da pela au 
diç_ão. 
A notação musical tem sinais que caracterizam o Loudness 
com que cada instrumento deve ser tocado durante um determinado tre-
cho musical. são usadas palavras italianas para caracterizar uma va-
riação que vai desde um piano-pianissimo (escreve-se ppp, entende -
-se muito suave) até um forte-fortíssimo (escreve-se fff), Veja ta-
bela ( T l. 2 l . Tl.2 
fff farte-fortíssimo 





pp . - . plaiDSSIIDO 
. . , . ppp p1ano-p1anlsS1mo 
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Com estas considerações pode•se caminhar para o desenvol 
• 
vimento deste trabalho. No capitulo seguinte caracteriza-se a intera 
çao do ouvido com o sinal acústico de urna forma mais precisa, ou se-
ja, discute-se a percepção auditiva. 
- 16 -
-CAPITULO I I 
A PERCEPÇÃO DO SOM 
Quando se estuda um sistema musical, é necessário também 
analisar, além dos parâmetros físicos do som emitido, como funciona 
a audição humana. Precisa-se saber quais são, em particular, as rea-
çôes do ouvido e da audição a estímulos acústicos. Não estamos inte-
ressados em estudar todo o processo, mas queremos salientar os se-
guintes conceitos: 
7. In~e4vato de aud~b~t~dade de 64equênc~a 
2. Pe.Jt.c.e.pç.ão de. J.,n.te.nLJ.i.dade. .6ono1La (loudne.-6.6) 
3. Equação de S~evenõ 
4. Pe.~t.c.e.pç.ão timbJt.24.tic.a. 
2.1, INTERVALO DE AUDIBILIDADE DE FREQUÊNCIA 
o ouvido humano é sensível a sons que tenham no máximo 
frequências em torno de 15.000 Hz. Desta maneira, é suscetível a mu-
danças na pressão do ar que ocorram numa escala de tempo da ordem 
-4 1.5 10 segundos. O tímpano, que é capaz de responder a frequências 
de comprimento de onda de 4.0 10-4 milímetros, não é capaz de vibrar 
para comprimentos de onda que ultrapassem lO metros. Um estímulo so-
noro deve ter aproximadamente 30 Hz para sensibilizar o tímpano. 
Uma vibração sonora da ordem de grandeza acima, muitas 
vezes poderá passar despercebida pelo cérebro, mesmo que o timpano 
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seja capaz de reagir a esse estimulo. 
~ interessante notar que, apesar de o timpano ser sensí-
vel a mudanças de pressão do ar com períodos menores que 3.0 10-2 se 
~undos, o cérebro, que faz a audição real, é suscetível a eventos so 
noras distanciados entre si somente por intervalos de tempos maiores 
que 5.0 10-2 segundos. Um estímulo sonoro deve durar no mínimo 50 mi 
lésimos de segundo para que o cérebro reconheça sua frequência e tim 
bre. 
Para interpretar estímulos sonoros, o cérebro utiliza uma 
escala de tempo inteiramente diferente daquela que o tímpano utiliza. 
A função do mecanismo da audição é fazer a transdução entre as duas 
escalas de tempo. 
Além destes fatores fisiológicos, que colocam todas as 
pessoas em igual condição de audibilidade, estamos sujeitos diaria-
mente a poluição sonora e outros problemas que certamente causam trau 
mas acústicos, e que diminuem nossa suscetibilidade auditiva. 
Devido a estes fatores é imposslvel estabelecer uma fai-
xa padrão para todas as pessoas. Por isso, toma-se FAIXA \RANGE} VE 
FREQUENC1A para um individuo com audição hipoteticamente média, como 
o intervalo dado por: 35 ± 5hz a 15000 ± 1000hz. 
Para se ter uma idéia do que significa esta variação em 
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2.2. PERCEPÇÃO DE INTENSIDADE SONORA <LOUDNESS) 
~ importante notar-se que os limites da audibílidade nao 
sao dados somente em função do fator tempo, mencionado acima. Tem ain 
da o ouvido, extremos vinculados à intensidade sonora. Muitas vezes, 
. 
nao se escutam estimules cujas frequências estão dentro da faixa de 
audibilidade, porque a intensidade das mesmas é insuficiente para sen 
sibilizar o tímpano. 
Esta sensibilização nao é assim tão simples. Há uma inten 
sidade limite que é o limiar da audibilidade, porém ela varia de acor 
do com a frequência de maneira tal que, em primeira aproximação, po-
de-se dizer que se escutam com maior facilidade as n~equênc~a~ mê~, 
ao passo que os sons agudo~ e g~aveh ~ão atenuados. 
Visto que nao se escutam todas as frequências com igual 
intensidade, pode-se definir uma -unidade de medida de intensidade so 
nora, tomando-se urna referência que esteja numa posição privilegiada 
entre os dois extremos da faixa de audibilidade de frequências. Uma 
vez escolhida a referência, diversas pessoas seriam submetidas a me-
didas de maneira a verificar suas respostas à intensidade. 
A referência padrão é 1000 hz e sabe-se que para 1000 hz 
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a intensidade miníma que se pode ouvir é-de 10" 12 WATT!m 2, chamada 
de LIMIAR VE /t'UVJBlL!VAVE, enquanto que a intensidade máxima é de 
2 WATT/m , e é chamada de LIMITE VA VOR. Verifica-se a extensão da 
faixa de percepção de intensidade (maior que a faixa de frequência) , 
pois entre o limiar da audibilidade e o limite da dor há uma varia-
ção de 10 12 . 
Devido a esta grande variação, seria natural que se de-
terminasse uma unidade de medida de intensidade sonora em função de 
uma escala logarítmica, para que as medidas fossem tomadas em nume-
ros de mesma grandeza. Esta unidade é chamada de VECJBEL (denotada 
polt. db) , isto é, um estímulo sonoro de intensidade I {dada em wa.i:;t/m2) 
tem S L db pa.Jta 
SL (2 .1) 
onde; log é o logaritmo tomado na base -12 2 10, r 0 = 10 watt/m e -SL e 
chamado de Sound Levei~ Observa-se que db • 10" 11 · 9 watt!m 2. 
Um exemplo desta medida pode ser dado da seguinte forma: 
• o trumpete tem uma variação de intensidade que vai de 
56 db a 98 db, 
• o violino, 42 db a 93 db~ 
Como a escala medida em db é logarítmica, o fato de a 
intensidade máxima do violino ser apenas 5 pontos abaixo da máxima 
do trumpete, não significa que um violino tocando um fortíssimo (ff) 
esteja dispendendo quase a mesma energia que o trumpete, pois: 
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• 93 db violino= lo-2 · 1 watt/m2 , 
-2 2 2 
trumpete = 10 • watt/m , ' • 98 de 
o que mostra que o trumpete toca aproximadamente 3 vezes mais 11 forte 11 
que o violino. Existe uma escala subjetiva de toudne~~ ~n~t4umentai. 























Li.miar t:le Al.ill.bilidada 
· Medidos para 
1000 HZ 
Tendo em vista que a avaliação sensorial de intensidade 
é diferente da medida fisica, e para deixar claro que a relação en-
tre eõtZmuto e pe~eepção não ê line.ak, estas duas medidas são dife-
renciadas da seguinte forma: chama-se Loudne.-6.6 {L) a medida de per-
cepção de intensidade sonora feita pelo ouvido e Loudne.ó-6 Leve:X {L. L.) 
a medida física. Uma curva determinada por Stevens em 1955, relacio-






Em virtude da dependência do loudne.bb da frequência, FLET-
• CHER E MUNSON em 1933 desenvolveram um diagrama que correlaciona cur 
vas de igual toudneoo ILI com o toudneob tevet I L. L.). A referência 
é a de 1000 hz. Verifica-se que o ouvido tem mais sensibilidade a 
frequências em torno desta referência. Veja grâfico(G2.3)[ 19 ] • 
. G2. 3 
-2.3. EQUAÇAO DE STEVENS 
Outro fator importante na análise do loudness -e que 0.0 
Quando muitas fontes sonoras soam simultaneamente, e em 
diferentes frequências, como no caso de urna orquestra, este problema 
se torna muito mais complexo. Na realidade o loudness nestas condi-
ções não é o mesmo para cada naipe e depende do intervalo de frequên 
cia entre notas tocadas por instrumentos de naipes diferentes. As-
sim, existem 3 situações possiveis [ 19] : 
1. Para instrumentos ~om grande diferença de frequência 
o loudness percebido será o loudnehh do inht~umento 
que eht~ve~ tocando com ma~o~ intenA~dade. 
- 22 -
2. Para instrumentos com pequena diferença de frequência 
,, o loudness será dado pela seguinte relação: 
n 
L = E 
i=l 
c~ ( 2 • 2) 
3. Para instrumentos tocando em uníssono ou quase em unís 




onde: L = loudness, C = constante que depende da frequência e do ins 
trurnento, I. =intensidade com que o instrumento 
1 
i toca e 
mero de instrumentos do naipe. Estas conclusões fazem parte 
trabalho experimental de Stevens em 1970~ 
-n = nu-
de um 
Partindo do princípio de que todos os instrumentos tocam em 
uníssono em um naipe qualquer, pode-se agora relacionar a equaçao 3 
com o número de ins~rumentos que tocam no naipe. Assim, a constante 
c fica desvinculada da frequência, e, como todos os instrumentos to 
cam com o me.-&mo toudne.-6.6 n.um .tttec..ho mu.6ic..al, podemos supor que a ;[n-
te.nl.lidade de todo.6 o.6 in.õtttumen.tol.l ê igual. 
Normalizando todas as intensidades, ou seja, fazendo-se 





L= cVn ( 2 • 4) 
onde L = loudness, C = constante que depende do instrumento e n = 
numero de instrumentos do naipe. 
Pode-se definir, então, !oudneh4 de nalpe.h 6upe~po6to6. 
Analisando-se uma. orquestra , verifica-se que apesar de um trecho musi-
cal varrer um intervalo relativamente grande de frequência, os nai-
pes não estão muito distanciados entre si. Numa partitura de orques-
tra verifica-se que partindo do instrumento mais grave, existe em mé 
dia sempre um instrumento mais agudo distanciado de no máximo duas 
oitavas. 
Há casos extremos, pois nada impede que haja um dueto en 
tre contra-fagote e flautim, mas são bem mais raros. Portanto, para 
este modelo tomaremos a distância entre os naipes urna "dih~âncla hU-
-6lc..t.e.nt:e.me.nte. boa", de modo que se possa usar a equação {2.2) para 
se definir Loudne..~-6 de Na-i..pe..-6 Supe..ttpo.õto.t.. Associando-se a equação (2.2) 
com a (2.4) pode-se definir: 
VEF1N1ÇÃO: Dado um conjunto orquestral com N naipes, cada um com ni 
elementos e constantes Ci (i= l, .•. ,N), define-se Loudne.6~ de Nal-




( 2 • 5) 
Esta equaçao (2.5} será importante na montagem do mode-
lo matemático, pois através dela consegue-se expressar a mudança de 
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escala que a percepçao auditiva faz . 
• 
2.4. PERCEPÇÃO TIMBRÍSTICA 
No capitula anterior definiu-se óénie hanmôniea e foi di 
to que da percepção de intensidade de cada nota desta Série, uma pe~ 
soa consegue identificar o timbre de um som. O mecanismo da audição 
realiza isto, no ouvido interno, transformando vibrações mecânicas 
em impui&o& ne4vo&o& correspondentes ã& 64equência& da série harmôni 
ca para uma dada nota fiundamentat. 
Consequentemente, o cérebro nao interpreta o som como 
flutuações instantâneas de pressão do ar, mas como uma mistura de 
.bOnb pu.JtoJ.. n.u.m e&pec.t!to de 6flequêne.La.6. Dai a diferença de tempo en-
tre a resposta do cérebro e a do tímpano. Enquanto o primeiro faz uma 
análise de diversas frequências para uma dada nota fundamental, o s~ 
gundo somente tem que responder de imediato a cada e.~~Zmulo ~ono~o. 
Posteriormente, esta análise de diferentes frequências 
associadas a uma dada nota fundamental será descrita matematicamen-
te pela anál..L.óe. de. Fou.~-i.e.Jt de. um .6-i.na.t pe.Jr..-<-âdic.o. Por enquanto, é im 
portante verificar que nota-6 6u.ndame.ntai.6 de. in~tJtu.me.nto-6 difie.ne.nte.-6 
ge.Jtam ne.c.e.h.&a.Jt.-i.ame.nte. héJL.i..e.-6 ha.Jtrnôn.i.c.a-6 di6e.Jte.nte..6. 
Já foi dito no capítulo anterior que as frequências pa-
res da série harmônica reforçarão a nota fundamental. Isto é inter-
pretado do ponto de vista musical com a afirmação de que quanto ma.-Lt. 
inte.n.óo 6oJte.m oh haJtmÔnl..c.o.ó de oltava,maL~ "bJt.Ltho" o 
a pll e..6 e nA:a~ã. . 
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Em contrapartida,as frequências impares que geram outros 
• harmônicos {terça, quinta, sétima etc) fornecerão ao instrumento um 
som tão mais 11 anasalado" quanto mais intensos forem estes harmônicos. 
Usando as expressoes "brilho" e 11 anasalado", temos a in-
tenção de mostrar como a relação fisic~ entre os harmônicos cria con 
ceitos qualitativos a respeito do timbre. Na realidade cada indiví-
duo terá seu próprio conceito, mas sendo que existem instrmrentos sin 
fônicos há muito tempo conhecidos, algumas relações entre os harmôni 
cos 6oJtmam c.onceLtoh pa.dAÕe..ó que propiciam a diferenciação entre os 
diversos naipes da orquestra. 
No trabalho pioneiro "SENSATIONS OF TONES" [ 16], [ 17] 
escrito por Helrnotz no século passado, urna análise é feita relacio 
nando de forma intuitiva o conteúdo de harmônicos com o timbre resul 
tante. Considerando-se que os instrumentos de medida de Helmotz eram 
extremamente precários, o resultado de seu trabalho é surpreendente , 
na medida em que suas conclusões são ainda hoje uma importante fonte 
de informação. 
Assim, citamos um trecho do seu trabalho, procurando con 
servar as suas próprias expressões: 
11 
••• 1. Tons simples, como aqueles dos diapa 
sões aplicados a câmeras de ressonância e os 
·registros de oitavas dos orgaos de tubo, têm 
um som muito suave e agradável, livre de to-
da aspereza, mas sao desprovidos de força e 
pesados nos graves. 
- 26 -
"2. Tons musicais, os quais" são acompanha-
~ . -dos por uma serie moderada de harmanicos mais 
baixos até, mais ou menos, o sexto har.mXdco, 
são harmoniosos e musicais. Comparados aos 
tons simples, são ricos e esplêndidos, e, ao 
mesmo tempo, perfeitamente doces e suaves se 
os harmônicos mais altos (acima do sexto) es 
tiverem ausentes. A estes pertencem os tons 
musicais produzidos pelo 1'piano-forte 11 , ór-
gãos de tubos abertos, os tons suaves da voz 
humana e da trompa. 
Os tons dos altimos instrumentos citados aci 
ma formam a transiÇão para os tons musicais 
com harmônicos superiores, enquanto que os 
tons das flautas e dos tubos com pressão bai 
xa nos registros de ar dos órgãos de tubo, se 
aproximam dos tons simples. 
"3. Se somente os harmônicos numerados desi-
gualmente (Ímpares} estiverem presentes (co-
mo nos órgãos de tubo fechado, cordas do pi~ 
no-forte percutidas no seu meio e clarine-
tas) , a qualidade do tom é oca (pouco &mOra) 
e, quando um grande número de harmônicos su-
peiores estiver presente, anasalada. 
Quando a fundamental predomina,a qualidade do 
tom é rica. Mas quando ela não é suficiente-
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mente mais intensa que os harmônicos superi2 
res, a qualidade do tom é pobre . 
• 
Então, a qualidade do tom em órgãos de tubo 
aberto é mais rica do que a encontrada nos 
de tubo fechado. Cordas tocadas com martelo 
no piano-forte geram tons de uma qualidade 
mais rica que quando tocadas por um bastão 
ou beliscadas pelo dedo. Os tons de flautas 
• de palheta 
"4. Quando os harmônicos mais altos que o 
sexto ou sétimo forem muito distintos, a qu~ 
lidade do tom é cortada e áspera. A razão p~ 
ra isto, encontra-se nas dissonâncias que es 
tes harmônicos formam uns com os outros. 
o grau de aspereza pode ter diversas nature-
zas. Quando sua força é pequena para os har-
mônicos superiores, não diminui essencialmen 
te a aplicação musical de tais tons; ao con-
trário, estes tons sao de grande utilidade , 
pois dão caráter e expressão à música. Os 
mais importantes timbres desta descrição sao 
aqueles de instrumentos de cordas ~das com 
• arco e a maioria das flautas de palheta ,haE 
mônico e a voz humana. 
* instrumentos de madeira de palheta dupla, 
em câmaras de ressonância adequa~as, têm 
que outros sem câmaras de ressonancia. 
(veja capítulo anterior) 
uma qualidade mais rica 
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A aspereza dos tons anasaladÕs de instrumen 
tos de sopro é extremamente penetrante, estes 
instrumentos são melhor adaptados para dar 
impressão de força que outros com tons simi-
lares, mas de uma qualidade mais suave. Eles 
são consequentemente pouco apropriados para 
música artística, quando usados sozinhos, mas 
produzem grande efeito numa orquestra, por-
que alta dissonância de harmônicos superio -
res resulta num tom musical mais penetran-
te .... 11 
Com as informações ~cima, constata-se como a percepçao 
dos harmônicos é responsável pelo Conce{to E~têtico do Timb~e. A 
questão estética não será discutida por este modelo; entretanto, na 
estruturação do mesmo, forneceremos condições para que o músico mani 
pule as variáveis de maneira que ele mesmo crie o seu conceito esté-
ti co~ 
Algumas concessoes foram feitas no tocante ao problema 
de não linearidade da audição. Acreditamos que um refinamento poste-
rior será necessário, na medida em que o problema, dentro das condi-
çoes propostas inicialmente, for resolvido. 
No próximo capitulo estuda-se uma forma de expressar ma-
tematicamente as relações vinculadas a cada nota musical. Posterior-
mente será analisada uma curva que traduzirá a distribuição harrnôni-




TÓPICOS DA ANÁLISE ACÜST!CA DO TIMBRE 
Este capitulo estuda o TIMBRE sob o ponto de vista da 
acústica. Já temos informações para descrever a percepçao tirnbristi-
ca; necessita-se -agora conceituar alguns parâmetros acústico- musi-
cais que controlam a interação entre os instrumentos de uma orques-
tra. 
A partir dos tópicos apresentados neste capítulo, o TIMBRE 
deixará de ser vinculado somente a notas musicais isoladas, para ter 
uma conotação global que descreyerá o comportamento timbristico de 
todas as notas de um instrumento musical. 
Usando-se o conceito de expansao em SÊR1E VE FOURIER de um 
sinal periódico e torrando-se o E.t.pe.c.t:Jto de. Faunle.Jt como base para carac 
terizar-se o ti.mbJte. de uma no:ta., constrói-se uma curva chamada de ENVE-
LOPE ESPECTRAL,defllúda como: O ENVELOPE VOS ESPECTROS VE FOURJER de 
todas as notas de um instrumento musical. 
Finalrnente,descreve-se um procedimento experimental, de-
senvolvido por David Luce, para medir o Envetope Elpeet~at. Faz-se 
então uma aproximação linear por partes, para as curvas encontradas 
por Luce. 
3.1. NOTA MUSICAL: SINAL PERIÓDICO 
Antes de estu~s NOTA MUSICAL corno um sinal periódico, 
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definimos FUNÇÃO HARMDNICA, pois com est~ tipo de função, obtém-se 
a expansão em ~ê4~e de Founlen de um sinal periódico. 
DEFINIÇÃO: Uma Função Hal!.môn-Coa e uma função f ól- ól da forma: 
f(t) =A sen(wt + 4) ( 3.1) 
onde: A, w, ~~ são constantes reais chamadas de amplitude, frequên-
cia e fase. 
Observa-se que tal função é periódica de período 2n 
w 
Um instrumento musical tocando uma melodia é uma 'fonte 
de sinais acústicos variantes com o tempo. Ao escutar tal melodia, o 
ouvido humano está identificando uma sucessão de estímulos acústicos 
que são chamados de noXa~ mu4ieal~. Já foi dito no capítulo anterior 
que o intervalo mínimo para que a audição identifique dois eventos 
- -2 sonoros como eventos distintos e de 5.0 10 segundos. 
Para a música este intervalo de tempo equivale a um an-
damento (núme.Jto de nota~.> po!r. minuto) de 1200 notas por minuto, que é 
uma velocidade de execução aproximadamente seis vezes mais rápida 
do que o p!te..6t.Z6.6,.(Jt10. Um trecho musical em geral é tocado com uma ve 
locidade menor que 200 nota.6 poJt minuto; veja tabela (T3.l). 
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TABELA DE AltuAMEIHOS 
----_(""""",.. "'""""1--





A 11Ju 11ic 76-108 
._jl(,/rt<u/o 108·120 
;!Urp.o 120. 16tl 
}'rr'J!o 168:200 
Pn~{i,)<)imo :200·:210 
Mesmo assim,esta tabela de andamentos signiLÁca que na música tradi-
cional há possivelmente estimules em intervalos de tempo menor que a 
capacidade de identificação do ouvido. Na realidade, um andamento dá 
uma velocidade média de eventos sonoros; logo, existem notas tocadas 
em subdivisões deste pulso. 
No capítulo anterior demonstrou-se que o cérebro não in-
terpreta o som como flutuações instantâneas de pressao, mas como uma 
sequência de tons puros. Então, cada nota - evento sonoro - que se 
sucede numa melodia estará vincuiada necessariamente a uma StR1E HAR 
MONICA. 
Aparentemente tais considerações sao contraditórias, na 
medida em que escutamos notas timbradas, mesmo quando as notas sao 
tocadas em velocidades próximas ao limite de nossa capacidade de peE 
cepçao auditiva. 
Para conciliar essa aparente contradição,recorre-se ao 
fato de que uma melodia está inserida num sistema chamado de TONALI-
VAVE, e nesse contexto as notas estarão de tal forma correlaciona-
das, que podemos afirmar: 
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• EXJSTE UMA SERJE HARMDNJCA RESULTANTE ASSO 
,ClAVA A UM TRECHO MUSJCAL. 
O que acontece na música tradicional, é que as notas de 
uma melodia são vinculadas a estruturas chamadas ACORVES, e os mes-
mos são const1tuídos por notas baseadas em uma série harmônica. Logo, 
quando uma melodia é tocada com um andamento dentro dos valores da 
tabela (~3.1~ cada nova nota, embora seja um novo evento sonoro, será 
percebida dentro do ~onteúdo ha~mâ~~co do aconde e~~ado peta nota 
ôundamentat pnedomlnante (que inclusive dará o nome ao acorde que 
acompanha a melodia) . 
Pode-se verificar um exemplo desta propriedade musical 
quando se usa um violão para acompanhar uma melodia. Na realidade o 
processo consiste em ressaltar a 4ê~le hanmônlca vlneuiada ã 6unda-
mentai pnedomlnante, isto é, em coincidir as notas do acorde com os 
harmônicos da série resultante. 
Não vamos estender-nos muito mais nesta discussão, pois 
essas considerações são suficientes para a compreensão do modelo ma-
temático que se seguirá. Entretanto, dois conceitos importantes, sob 
o ponto de vista da música contemporânea, que são corolários deste 
trabalho, serão ainda inseridos - e aqui se desvincula a questão es-
tética, pois ambos vêm corno consequência dos conceitos acústicos-fi-
siológicos já discutidos. São eles: 
1. Se urna sequência de notas soar numa velo-
cidade significativamente maior que os 
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valores tradicionais, a Rercepçao da mes-
'· ma será a de uma maó6a cont1nua de ha~rnâ­
n~co6, e a noçao de eventos discretos se 
perderá. Contemporaneamente é o que ocor-
re na música MlNJMALlSTA. 
2. Se uma série, de doze notas cromátícas,dQ 
decafônica ou nao, for tocada em andamen-
tos muito rápidos, o ouvido, após um cer-
to tempo de repetição do evento, associa-
rá uma série harmônica e em consequência 
um acorde a esta série, não significando 
que numa sucessao de eventos, assim reali 
zados, os acordes resultantes estejam num 
contexto tonal. Porém, esta afirmação AFRO 
XlMA A MOSICA SERIAL VA MOSJCA MOVAL. Ve-
ja modo no capitulo 1, seção 2.2. 
Observação: Estas duas afirmações e alguns de seus subprodutos serao 
alvo de estudo posterior, quando nos preocuparemos exclusivrurente com 
a questão musical, porém as mesmas foram inseridas neste trabalho em 
virtude da controvertida discussão contemporânea da ATONAL1VAVE. Na 
qualidade de músico queremos com tais afirmações romper com a barrei 
ra entre o tonaL e o atonaL, sugerindo um caminho irrestrito 
estes dois conceitos musicais. 
entre 
Neste trabalho o tempo de execuçao de um trecho musical 
será sempre o tradicional, o que implica numa sucessão · de estímulos 
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sonoros discretos. Em tais andamentos, p~rcebe-se uma mudança de al-
tura de uma nota para outra; sendo assim, cada nota estará vinculada 
a um evento periódico, pois percebemos uma ó4equêncla bem de6~n~da. 
"Todavia, o estímulo acústico que chega até o ouvido nao 
tem características totalmente periódicas. Deste modo, visto que e~ 
te estimulo é função do tempo, ele pode ser dividido em 3 momentos 
distintos: ataque, estado permanente e decaimento. Veja figura abai-
xo. 





Cada um destes estados tem características próprias e 
bem definidas: 
O ATAQUE pode ser medido corno o trecho do sinal a partir 
do momento em que o instrumentista sopra ou dedilha seu instrumento 
até o instante em que o sinal se estabiliza numa frequência bem defi 
nida (este intervalo de tempo e muito pequeno) • 
O ESTAVO PERMANENTE tem a propriedade de ser periódico , 
estável e mais duradouro que os outros dois estados. Ne~ta condição 
pode~~e med~n a 6nequ~neia 6undamen~al da no~a. 
O VECAIMENTO conserva a periodicidade do estado anterior, 
porém, como há dissipação de energia, a característica ' deste estado 
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transiente é _a de um sinal com amortecimento exponencial • 
• Tecidas estas considerações chega-se à seguinte defini-
çao: 
VEFlNlÇÃO: NOTA MUSICAL é o sinal periódico associado a um instrume!!_ 
to musical e a uma frequência básica w e portanto com pe~Zodo 2n 
w 
Observa-se que a única parte do sinal emitido por um instrumento com 
estas caracter!sticas é o chamado de E~tado Pehmanente, que de agora 
em diante será considerado como NOTA MUSICAL. 
Nem todos os instrumentos musicais produzem sinais com 
estas características: os instrumentos de percussão, por exemplo, ge 
raro sons não pe~iódicos, daí o motivo pelo qual os mesmos não têm no 
tas definidas. Veja as.figuras abaixo [16]. 
Cíl.lG 
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Em consequência da definição acima, uma nota mu61cal po-
de ;, vc deoompo~ta em SER TE VE FOURJ ER (utilizando-se as funções harmô-
nicas). Seja S (t) uma nota mu~icat e ela será escrita na forma: 
(3.2) 
A constante ~j está relacionada com a percepção de di-
reção do som. A fase tem grande importância principalmente para pro-
blemas acústicos relacionados com salas de concertos, onde di ver-
sos estimulas acústicos soam simultaneamente e os ouvintes estão dis 
postos em diferentes pontos. Se a taxa de reverberação for muito al-
ta, a informação sonora refletida distorcerá a informação priricipal. 
Num projeto de uma sala de concerto é fundamental que se leve em con 
ta a taxa de reverberação com que a mesma será construída [181. 
O ouvido humano associa a fase à direcionalidade do som, 
a fase está vinculada, além de questões inerentes à construção de sa 
las de concerto, a efeitos como o de estereofonia. Sabe-se que: 
• Voi.6 e.6tZmulo.t, c.om 6a.6e.J.l d..L6e1Le.nte.6 n.a.o .6ao 
pe~eebldo; eom tlmb~e; dlfie~ente;. 
Assim, apesar de ser muito importante para a acústica o 
estudo de propriedades da fase no som, neste trabalho suporemos que 
as fontes geradoras, ou seja, os instrumentos musicais, estão em pos~ 
ções ideais e a taxa de reverberação é baixa, já que a fase não in-
terfere na distinção do timbre [21]. 
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3.2. ESPECTRO DE FOURIER 
As constantes e jw, j E N, têm propriedades bem d~ 
finidas na música. A sequência definida por jw é exatamente a sê-
n~e Ha~mônic.a cUja no~a &undamental e w. A sequência determinada 
por {A.}' 
J 
ê chamada de CoeQ_.Leien.teD de. FouJt.{_eJz., que são exatamente as 
ampli.tude..6 da sên..te. Hanmõn . .t.c.a a.DJ..oc..iada a jw. Usando-se estes dois pa-
râmetros podem-se perceber dois pontos importantes: 
a. Como a sequência jw (série harrnôni-
ca) fica bem definida para uma tí'Jte.qu.ê.nc.J:a 
6 u ndame.n~tal w, pode-se decompor uma nota 
sabendo-se os valores da sequência 






exatamente a.6 á.mpLL-tude,s do-6 ha!tmÔnJ.c.o-6, 
da relação existente entre eles é que se 
identifica o timb!te de um inlttwmento. 
Podem-se quantizar os fatores de distinção entre um ins-
trumento e outro como sendo dados por: 
ne~ ou 1mpane~ ou ambo~, po4 ex~mplo) daJ 




A partir dessas informações,. fica claro que os Coeóieie~ 
te~ de Fau~ie~ {Aj} de uma nota S(t), têm uma função importante na 
identificação do timbre de uma nota musical. Constata-se que, se mul-
tiplicarroos todos os coeficientes pela mesma constante, a sensagão 
de timbre ouvida será a rresma, o que leva a conclusão de que ·realmente o 
fator preponderante na identificação de um timbre é a phopo~cionalf 
da de ent.u ta.ü e o e6.i.eünte<> [21] [18 J • 
Pode-se escrever matematicamente esta relação norrnalizan 
do-se os coeficientes . Toma-se oorro nonralizador = max{A.). sabendo J -
-se que o nesrro é únioo,p;::xlern-se nornalizar todos os outros coeficientes em 
relação a ele. Então, segue naturalmente a seguinte definição: 
VEFINIÇÃO: Dada uma nota S(t) "de frequência fundamental w0 e seu 
respectivo conjunto de Coeficientes de Fourier {Aj} define-se Ebpee-
t~o de FouhieJL. Timb41~t1c.o, denotado po~ H(w0)( pela sequência des-
crita por: 
(3.2) 
Observa-se que na prática musical esta sequência é aproximada pe-
los seus 11 primeiros elementos, ou seja, H(w0 ) = {A. }11 Amax j=l 
o E~peet4o de Fouh1e4 pode ser colocado num gráfico que 
associa as 6Jz..equênc...i.a-6 hanmân-i.c.a-6 (w, 2w, 3w,. .• } como abcissas e as 
respectivas amplltu.de-6 de Fou4ie.Jz.. como ordenadas. Estes parâmetros são, 
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em geral, medidos em c.id'.o-6 po!t .õe.gundo • (Hertz,Hz) e em de.eib'é.iJ.J (Db), 
respectivamen~e. 
o espectro caracteriza a forma do sinal ou forma da on-
da, que neste estudo é emitida por um instrumento bem definido. Para 
exemplificar veja algumas formas de onda e seus respectivos 
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Precisa-se ressaltar que para os instrumentos musicais o 
E-!>pec..tJto de Foulti.e.tt não ..tem, ne.c.e..b.óatt.la.me.vt.te., c.omo mal.& i.n.te.n.õa. a. a.E! 
pli.tude. da. ntte.quênc.ia óunda.me.n.ta.l. Verifica-se este fato, olhando-se 
novarnente,na figura(F3.6) , os espectros das quatro cordas do vio-
lino. 
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Então a pergunta natural que se fonnula é a seguinte: Por 
que se escuta a fundamental como a frequência que define a nota mu-
sical? 
No capitulo anterior foi estabelecida a imr)Qrtância do in-
tervalo de oitava. Assim, desde que toda bAe,qu.ênc.i..a po:têncÃ..a de 2 ê oJ __ ta.~.•a 
acima da t)ke.qu.~nc.~La 6u..ndame __ nta.f~ para a grande maioria dos instrurnen 
tos musicais uma destas frequências pares tem o harmônico mais inten 
so; logo, o mesmo reforçará a percepção da nota fundamental. 
A diferença entre uma nota com a intenõidade. da 6undamc~ 
ta.f maior que a intensidade das outras frequências harmônicas, e 
outra nota com a intensidade maior numa -6he.quê:nc.Za cLtava ac_,una da 
fundamental, é que a segunda nota será percebida com mais "bnLVw 11 • 
Tradicionalmente, a orquestração tem um procedimento mui 
to característico que é o de oitavar uma melodia tocada por um ins-
trumento mais grave, através de um instrumento ma.is agudo tocando oitava aci 
ma. Esta é urna forma conhecida de se dar mais brilho à melodia ou-
vida. 
Retomando o final do capítulo anterior, onde estão 
descritas as leis de Helmotz, analisamos suas conclusões através do 
espectro de Fourier de uma nota. Para exemplificar esta analogia usa 
nos uma comparação entre dois instrumentos musicais: C!tavo c. (l P-iano. 
O conteúdo de harmônicos está basicamente vinculado à ma 
neira nela qual o sinal é gerado e ao material com o qual o instru-
mento e filbricado. Para este exemplo a preocupação é .somente com a geraçao 
de uma nota no piano e no cravo. No primeiro a corda é percutida e 
no segundo a corda é beliscada; logo,a forma de onda gerada pelas 
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cordas do piano é côncava, ao passo que, para o cravo, a forma será pO_!! 
tiaguda a Pa[tir do ponto em que a corda e beliscada. Veja a figura. 
cravo • 
F3. 7 
Pode-se perceber que a forma de onda do cravo está próxi 
ma ã de urra ONVA VENTE-VE-SERRA o que fará com que os harmônicos ímpa-
res sejam tão intensos ou mais intensos que os pares, daí a caracte-
rística sonora do crav0 descrita por Helmotz na sua segunda lei co-
mo: : •. "oc.a {po.u.a.o .bonotta.) e se um grande número de harmônicos superio-
res estiverem presentes, tta6a.t; .. " 
Em contrapartida no piano, onde a corda é percutida em 
l/7 do seu comprimento, o sétimo harmônico é eliminado, pois este 
ponto é exatamente o nó onde ele se forma. Desta maneira o conteúdo 
de harmônicos do piano é constituido essencialmente de harmônicos 
pares. 
Quando se analisa a segunda lei de Helmotz, 
que ele chama o timbre resultante no piano-forte de 
verifica-se 
"Jt.i c. o e. 
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e..õp.tê..;1dJ..do". !: compreensível, pois na epoca em que Helmotz escreveu 
suas leis, este instrumento surgia como o portador de uma nova sono-
ridade. Além disso, sua expressao está baseada no fato de que no pi~ 
no, ao contrário do que ocorre no cravo, a auantidade de harmônicos 
para os primeiros harmônicos (até o 79} ressalta a fundamental. 
Assim, usando-se os conceitos vinculados ao espectro de Fou 
rier, analisa-se o timbre de cada nota isolada de um instrumento mu-
sical bem determinado. Para o modelo que se construirá posteriormen-
te um outro conceito é necessário, uma c..uJtva que_ de-6c..!Leva o c_ompoJitE:, 
me.nto ;ti_.mbJr..1.6.ti_c.o de todaó a-6 nota.õ do i_n.õtJwme.n.to. 
3.3. ENVELOPE ESPECTRAL 
Pretende-se encontrar uma curva que, dada uma variação 
dinâmica de frequênCias e um trecho musical limita do por uma_ .frequê~ 
cia máxima e mínima# relacione todos os harmônicos ouvidos neste tre 
cho. 'Esta curva existe e é chamada de ENVELOPE ESPECTRAL {E. E.). An-
tes disso, para que o mesmo seja posteriormente bem definido, é ne-
cessária uma caracterização matemática de ENVELOPE VE UMA FAMTLIA VE 
CURVAS. 
DEFINIÇÃO: Dado um intervalo de frequência [c,d.l E 61., um parâmetro 
À E <R e uma família de curvas descrita por: 
f { .• , À) : [ c, d] _____.._..J.- iR com a < À < b 
define-se como envelope da família f(x,À), uma curva g(x), na forma: 
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g(x) =Max f(x,À) 
À 
A g(x) é urna curva que envolve a família de 
( 3 • 3) 
maneira 
tal que sempre toque a curva mais externa de f(x 1 \); veja a figura 
(3.8). Pode-se juntar a definição , para chegar-se a uma definição gl~ 
bal para o timbre de um instrumento, 
F3.8 
Para isto observamos que, dado um instrumento musical com 
tessitura [vl. ,~·? ] 
mln max tocando uma nota musical de frequência funda 
mental w0 E f w . , w ] , Pode-se obter uma função para cada w0 ' mln max 
Int H(w0 ) (.) ,[w . ,w l ~ lil mln max 
obtida por interpolação linear por partes no Espectro de Fourier Tim 
bristico H(w0 ) do instrumento. 
Tem-se portanto uma família de curvas parametrizadas por 
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w0 E l w . , w 1 • rn1n max 
VEFINIÇÃO: O ENVELOPE ESPECTRAL, denotado po~ E(w), de um Lnat~umen 
to mu6~eaf ~ a função E : [ w , , w ] ---+- !R dada por: 
rn~n max 
E (w) • max(Int(H(w01 (wll , w . < w0 < w l m1n max ( 3. 4) 
Observa-se que a interpolação se faz necessária, porque 
o espectro de Fourier determina uma sequência discreta de pontos; a~ 
sim, para achar o máximo a cada w0 , interpela-se de maneira a obter 
um espectro contínuo. Veja figura (3.9}. 
db 
F3. 9 
A pergunta decorrente e: como calcular o Envelope 
Espectral de um instrumento musical? 
Uma forma de obtê-lo é através de um procedimento exper~ 
mental. Então, descrevemos agora um procedimento desenvolvido por Da 
vid Luce com este objetivo [ 15] , [ 13] , [ 14] . 
1. Dado um instrumento musical, medem-se os e§_ 
pectros de Fourier de todas as frequências 
fundamentais (w0) contidas em [wmin'wrnax1 





Verifica-se qual e a frequência (wmax) 
. 
harmônico de maior intensidade de tDdos 
espectros medidos, ou seja, acha-se 
N 
rnax 




3. Normaliza-se a amplitude de w em rela 
max -
cã.o a um valor pré-fixado {valor =1}, as-
sumindo-se que: 
Amplitude(wmax} = 1 N 
max 
4. Escalonam-se as amo li tudes dos outros es-
pectros torrando-·se carro referência o harrnôni 
co (H0 ), de frequência mais prÓxima de 
w • A partir de H0 , normalizam-se as ou max 
tras am.J?litudes, ou seja, efetuam-se uma in 




1. Devem-se medir os harmônicos depois de co~ 
pletados lO ou mais ciclos do estado per-
manente, para minimizar as flutuações no 
harmônico de pequena amplitude. 
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2.. COnsiderando-se instr1..1ttento e inst.J::urrentista devem 
'· -se torrar di versas medidas, para minimizar 
as distorções de afinação e variação de 
intensidade padrão. 
3. Já que as medidas sao aferidas para uma 
intensidade fixa,o Envelope E~pe.ct~at e 
6u.nyão do .tou.dnth.ó c.om que. o .üu,.tJtume.vdL6 
:ta toca. 
Os resultados de David Luce foram expressos em cwvas que 
os gráficos óias próximas páginas mostram. Note-se que a medida de intensi-
dade é decibel (db) e a escala de medida de frequência e to~ada co 
mo o iogaJtlúno na babe 10 da 6Jte.qu.êncla (w = log(freq)) e a medida 
em hot:i:z (Hz). 
Percebe-se que estas curvas têm uma característica bem 
definida: elas são inicialmente crescentes, têm um pico e deoois 
decrescem. Tendo em vista esta propriedade, Luce sugere que se recorra a 
uma aproximacão linear por partes -tipo função chapéu -destas curvas 
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quências máxima e mínima (frnin'fmax}, as frequências de esquina do 
Envelope Espectral pp (f0) e a diferença entre a frequência de esqui 
na do E.E. ff (f1 ) e t 0 , ou seja, óf = f 1 - t 0 • 
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Usando-se esta aproximação, o Envelope E-ópe.c..tlta..t pode ser 
escrito de um~ forma muito simples que é função apenas da declivida-
de (chamada 4o.ttoóó) da reta AB à esquerda, da declividade (chama-
da de cuttofió) da reta BC a direita e da frequência de corte f 0 
V.eja a tabela abaixo que contém os resultados experimentais de Luce 
para o procedimento de aproximação descrito acima [ 15] . 
anta 
-13 . ~,}L -7 
oboe lO - 10 
cor ne-mpes • • -36 • 
ragote ~ -13 -66 36 trnmpete 13 -4~ 26 
trompa 7 10 -66 o 
T3 .r3 
tromoone 7 7 -80 ~ 
VlOiino ~6 7 -a 10 
viola 20 10 -3 ~ 
ceuo 7 2 6 - 7 
c. oan::o • • -33 3 
.~ ---
rolloff"-e cuttoff para Envelope Espectral, ou seja, r 0 e c 0 
respectivamente~ ~r = r 1 - r 0 e 6c = c 1 - c 0 , todos medi-
dos em db/décadas · 
Pode-se discutir a característica tirnbristica de cada 
instrumento estudado neste experimento sob o ryonto de vista do Enve-
lope Espectral aoroximado linearmente. Vamos usar este -procedimento 
para analisar, como exemplo, o timbre do trumpete. 
O trumpete,quando tocado em pp, exibe um 
rolloff = O (declividade da reta à esquerda) 
e após a frequência de corte de 1200 Hz, o 
cuttoff (declividade da reta à d:ireita) é mui 
to acentuado. 
Essas características geram, neste loudness 
pp, um timbre onde a fundamental ' -e 
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predominante, entretanto os ha.r;:rrÕni.cos superiores 
decaem rapidamente quando se caminha para o 
registro agudo do instrumento, o que criará 
.um timbre agradável ao ouvido, mas sem muita 
penetração. 
Ao contrário, para o loudness ff, o rolloff 
e o cuttoff são próxiinos, fator este' que dn.·-
rá mais brilho e penetração ao som do ins-
trumento. E, por causa desta distribuição h::mogênea 
do cuttoff e rolloff, quando se caminha para 
o registro agudo não haverá ó mesmo decaimen 
to existente para notas tocadas em pp e o 
som será mais penetrante. 
Neste capitulo caracterizou-se o t~mbhe global de um lnb 
t~umento, at~avê& do Envelope E~pect~at. Na seção a seguir discute-
-se uma forma de construir urna função que descreva o compo~to tim 





Para construir um modelo matemático que descreverá o T~m 
b4e O~que~t~al, vamos associar todas as informações .veiculadas nos 
capítulos anteriores. ~ importante retorrar o que foi discutido até ago-
ra, como uma forma de sintetizar os conceitos expostos. Sendo assim, 
pode-se resumi-los nos seguintes tópicos: 
1. O timbhe. e.4tá 6ohte.me.nte. he.lac~onado com 
o toudne.t4 de. um ~n.õtnume.nto. 
Z. O Envelope EJpeetha! hepheõenta a d;õth;-
bu~~ão do.ó ha4mÔnleo4 de. toda4 ab notab 
de. um ..i.n.õt!tume.nto e e..te. depende. do f.oudne..6.6 
mu.õic.a.l. 
3. V..i..óto que. at nota.b toc.ada.ó po!t um lnbt!tu-
me.nta v..i.nc.ulam um t~e.c.ho mutlc.a.t à Sê!t..i.e. 
Ha!tmÔn..i.ea da nota óundame.nta.t p!te.ponde.!tan 
te, pode-te. a&boc.la!t e.tte. t!te.c.ho a e.bba 
d-L.6 :tn/.bu-i.ç.ão b e.rn de.:teJt.rn-i.nada de ha!unôMc.o.ó. 
Reunindo-se estes três conceitos básicos conclui-se a idéia 
fundamental do modelo matemático. 
• O TIMBR~ ORQUESTRAL Ê FUNÇÃO VA VJSTRJBUIÇÃO 
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VE HARMÔNICOS GERAVA PELAS. NOTAS TOCAVAS 
•ENTRE A FREQUÊNCIA MÁXIMA E A MTNIMA VE UM 
TRECHO MUSICAL. ASSIM, A SUPERPOSIÇÃO VOS 
ENVELOPES ESPECTRAIS VESSES INSTRUMENTOS 
VARÁ ESSE TIMBRE. 
Logo, para aproximar o timbre de um instrumento para to-
dos os loudness musicais, é necessário construir uma função _f(w,y), 
onde "w" é a frequência e 11 y" um parâmetro associado ao loudness 
do instrumento. Partindo do princípio que do experimento- de Luce 
(Capítulo III) nao obtemos um Envelope E~peetnat para cada loud-
ness da tabela (Tl.2) do Capitulo I, 
atJta.vêb de. uma -Ln:te.Jr..poR..aç.ão t-i.neaJt. 
a f (w 1 y) c.on.ótJtulda 
O timbre é função da interação do ouvido com o som; por 
esta razao, uma variável "x 11 , associada a equação de Stevens (Capi.-
tulo II), multiplicará a Funç.ão-T-LmbJte. de Um In.ó:tJtume.nto. Assim, 
esta função vinculada a distorção auditiva descreverá o Li..mblte do 
Nalpe.. 
Sabendo- se que há "n'1 naipes diferentes na Orquestra, in-
traduzimos o índice 11 j 11 (j = 1,2,3, .•. ,n) e dessa forma a Funç.êio-Tl!!'!, 
b11.e do na.i.pe j será denotada por f • (W 1 X· 1 Y •) • J J J 
Dadas as frequências máxima . . e m~n~ma de um trecho musi 
cal, as fj(w, xj' yj) e as tessituras de cada instrumento do naipe 
(Capítulo I) I verifica-se a frequência a partir da qual cada naipe no~ 
nece ha!tmÔn~cOh p~lta o tltecho. Encontradas essas frequências, chama-
das de 61tequêncla4 de coAte, tem-se a Funç.ão-TlmbAe O~tque6tlta! asso-




J J J 
4.1. FUNÇÃO TIMBRE DE UM INSTRUMENTO 
No capítulo anterior verificou-se que o Envelope Espec-
tral pode ser associado a uma função do tipo 6unção chapéu, e para 
oonstruir-se a t)W1Ç.ão -:t.imbJte. de. um .in.OZ.Itume..n.:to usa-se esta aproximação. 
Num trecho musical, sabe-se que cada um dos haipes toca-
ra em intensidade especÍfica. Já se obteve a curva que descreve o 
timbre do naipe, curva que além da rl~tequênc.ia (w), também depende 
da .in:ten-6-Lda.de. Assim, usa-se um parâmetro 11 y 11 onde O :5.Y ..::_ 1, que 
caracterizará as variações de intensidade de um instrumento, partin-
do de y=O onde o instrunento toca. ppp até y = 1 com loudness fff. 
Portanto, queremos construir uma 2 f : ofl --+-IR , on-
Partindo-se das aproximações lineares (capítulo III) para o En-
velope Espectral, elas serão chamadas de f(w,O) = envelope ppp e 
f{w,l) = envetope fff. Justap:mdo-se a estes dois E.E. em planos parale 
los, obtém-se f (w,y), t)a.zendo-M~- u.ma lnteltpo.taç.ão .tlneaJt entJte ;taL~ 
eu.ltva~; veja a figura a seguir. 
F4.1 
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Na realidade, a partir dessa aproximação linear, o que 
• 
varia de um E.E. para outro sao: 
1. Taxa,; de JtoUo66• ldeet-Lv-Ldade,; dM Jte:ta,; 
ã. e,;queJtdai. 
2. Taxa,; de eu:tto 6 6<~ I deeUv-Ldadeó da,; lte:ta,; 
à. dü eUa I . 
3. FAequêneia~ de coAte. 
Assim, chamando-se lveja as tabelas T 3.2 e T 3.3)~ 
• taxa de rolloff de f (w, O) = r o 
' 
• taxa de cuttoff de f (w, O) = co 
' 
• frequência de corte de f (w, O) = w = o 1og(f0 ) ' 
• intensidade do harmônico de f o = Ia ' 
• taxa de rolloff de f (w, 1) = rl 
' 
• taxa de cuttoff de f(w,1) = c1 
• frequência de corte de f (w, 1) = wl = log (f1 ) ' 
• intensidade do harmônico de f1 = 11 
' 
obtêm-se as seguintes relações: 
( 4. 1) 
( 4 • 2) 
Para obtermos a função f 8 (w,y), à esquerda de f(w,y), 





+yilr)(w-(w 0 yilwll + r 0 + yiii ( 4. 3) 
• 
De modo similar, obtém-se a função f 1 (w,y), à direita: 
( 4 • 4) 
Dado um ponto (w 0 ,y0 )-, para bem determinar f(w0,y0),pre 
eisa-se de uma função que verifique o ramo da f(w,y) na qual está o 











g(w,y) = sign [ (w0 + ynw) - w] 
veja 
( 4 • 5) 
( 4 • 6) 
Tal função verifica qual ramo da f(w,y) sera utilizado 
(veja gráfico G4.1) 
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Finalmente f ~2 -·6' está bem determinada e 
' é descrita por: 
I fe(w,y) se g(w,y) > o 
f(w,y) = < (4. 7) 
I fd(w,y) se g(w,y) < o 
onde: fe(w,y), fd(w,y) e g(w,y) estão em (4.3), (4.4) e {4.5) res 
pectivamente. 
4.2. FUNÇÃO TIMBRE DE UM NAIPE 
A f(w,y) descreve o timbre de um instrumento musical to 
cada com um determinado loudness;·precisa-se porém, caracterizar a 
interação existente entre o naipe (diversas fontes sonoras de mesmo 
timbre) e o ouvido, pois o t1mb4e. de um naipe. é função.da percepção. 
Sab~-se aue nao se percebe. a variação de inten -
sidade de forma linear. Portanto, em função desse fator 
precisa-se fazer uma correção no modelo, de maneira que o mesmo le-
ve em conta a .in.:teJ~.aç.ão eii.t'te. o .6om p!toduz,[do e. o .6om pe.4c.e.b-Ldo, ou se-
ja, a percepçao que um indivíduo terá ao aumentar-se o diminuir-se a 
quantidade de i~strurnentos de um naipe. 
Partindo-se deste princípio toma-se 11 X11 como sendo: 
3 
x=c..rn- ( 4. 8) 
onde temos acima a equaçao de Stevens, C = constante que de-
pende do naipe e n =número de instrumentos que tocam'no naipe. 
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Usando-se a equação (4.8) , tem-se finalmente a Função T .imb!Le. 
de. Um Na~pe. cerno uma f : 6Z 3 ---+ IR dada por: 
f(w,x,y) = xf(w,y) ( 4 • 9) 
onde: f(w,y) está definida em (4.7) e 11 X 11 em (4.8). Observa-se que 
a expressão (4.9) pode ser vista como sendo a f(w,y) ponderada pelo 
6atoJt de. dLõ:toJtç.ãa auditJ..va 6oJtne.eido pe.la e.qu.a.ç.ã.o de. S.te.ve.nh. 
Para generalizar a f (w, x, y) para os "nu. naipes da o r 
questra usamos o Índice J = 1,2,3, .•. ,n (como já descrito acima). 
Assim, a FUNÇI>O-TIMBRE VO NAIPE j e: 
(4.10) 
I xj { (rüj + y. ~r.) (w - (w 0 . + y. 1:. w.) ) J J J J J +r o .+y .t:.r. i J J J 
fj(w,xj,yj) = < se g(w,y) > o 
I xj { (cOj +y.~c.) (w- (w 0 . +y.~w.)) +I 0 j+y.~I.} J J J J J J J 
se g(w,y) < o 
onde: w é a variável associada ao logaritmo da frequência: xj e 
associado ao número de instrumentos que tocam no naipe j com 
3 
xj = Cj ;n;- (Cj constante dependendo dos instrumentos que tocam no 
naipe); yj é associada ao loudness com que cada instrumento do nai 









as constantes definidas acima em (4~1) e (4.2) associadas ao naipe j. 
-4.3. FUNÇAO-TIMBRE ORQUESTRAL 
Partindo-.se das oonclusões do tópico anterior, consegue-se 
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generalizá-las para uma Onque~t4a através de uma 
F: R2n+l ------+R 
Dadas as frequências máxima (max) e m1n1ma (min) de um 
trecho muSical cada naipe tem um 1nte.nvalo de fi4tquênc.1a no qual é 
capaz Cada E.E. tem um wmin e um 
que sao as frequências inicial e final da tessitura do naipe. Sen 
do assim, dados -n-naipes tem-se o seguinte conjunto: 
com j = 1,2,3, ... ,n}. (4.11) 
Chamando-se os .elerrentos do conjunto obtido em (4.11) de 
11 N " pode-se ordenar o mesmo {em onde.m c.Jr.e.õc.e.nte.) j ' juntamente com 
min e o max do tne.c.ho mu.61c.at, obtendo-se o seguinte resultado: 
N l < • • • < N R.l - 1 < rnin < N 9., l < • • • < N Q. 2 < (4.12) 
< max < Ni 2+l < ••• < N1 
onde: 9.. < 2n. 
Como a função a ser determinada está associada a um bt.e.e.ho 
mu.61c.at, só frequências contidas entre [min,max incrementarão o 
conteúdo de harmônicos do trecho. Então, cria-se um novo conjunto, 





o'nde: chama-se "k" de numero de cortes de integração. Veja figura 
abaixo: 
intervalo 
wruin e wrn.a:r. de 'N. na1pes 
{ordenados) 
Ml M2M3 








Não se sabe quais funções estarão atuando num dado 
(Mi ,Mi+l], precisa-se ainda recorrer a um artifí-
cio matemático que indicará se um- instrumento toca ou nao nes-
se intervalo. 
Com este objetivo cria-se uma função indicador descrita 
como uma Si (1, 2, 3, • ~ • , k) ~ (O, 1) dada por: 
I 1 se wminj < M. e wmaxj > Mi+l , 
si (j) = < ( 4 .15) 
I o na situação complementar 
Partindo-se desses dados pode-se escrever de forma clara a 
FUNÇÃO-TIMBRE ORQUESTRAL. 
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VEFINTÇÃO: A Função Timbre-Gr'!.'J"stral é uma F(·,X,Y)' (Mo•l\; l 
definida para,_ wE (M1 ,Mi+l], com i"" 1,2, •.. ,k, ou seja 
n 
F(w,X,Y) = E s 1 (j)fJ. (w,xJ.,yJ.) j=l 
IR ' 
(4.16) 
onde: f.(w,x.,y.) J J J sao as funções determinadas pela equação (4·.10). ... 
Desta maneira consegue-se descrever o t~mbne onque~t4al. 
No capitulo que se segue, desenvolve-se uma forma de otimizar a Fun-
ção-T~mb~e Onqueht~al. Criam-se condições para construir-se uma Fun-
çã.o-TlmbJte Obje.t,{vo e estruturar-se um problema de o.:t.[m,{zaç.ã.o que cem 




-SIMULAÇAO DE TIMBRES ORQUESTRAIS 
No capitulo anterior definiu-se a FUNÇÃO-TIMBRE ORQUES-
TRAL, neste capitulo, esta função será usada para construir-se uma 
FUNÇÃO OBJETIVO de um problema de programaçao nao linear misto. Lem-
brames que as variáveis envolvidas xj e y. (j = l, ... qn -Lndlc.a o 
J 
nume~o do na~pe. na o~Lque.~t~a), estarão associadas respectivamente a: 
xj nume.lt.o de ln-btJtumentol! que. toc.am no j-Ú-L 
mo na..tpe.. Va.Jt.-Lâve..t di.éc.lte..ta l.lm-L.tada pe.-
..to nume.lto máximo e mlnimo de ln.6.tJt.ume.n -
.to-6 po!t. naipe. 
y j tou.dne.-6.6 de c.ada ln.6.tJtume.nt:o do naipe.. V a 
td.áve..t lte.al .t-LmLtada no lnte.Jtva.to [o, l] . 
Na realidade as duas variáveis do problema estão associa 
dos a valores discretos, porém yj será considerada real na medida 
em que esta variável associa os valores de cada loudness musical a 
um subintervalo de [0,1]. O mesmo procedimento nao e possível para 
X •; 
J 
em muitas situações, tem-se que decidir entre 
instrumentos tocando no naipe. 
o ou 1 ou 3 
Por exemplo, numa composição para música de câmara, cada 
naipe é constituído por instrumentos solistas, então estará 
- 62 -
associado a valores O ou 1. Porém, quando o naipe é composto por 
violinos, ond~ o número de instrumentos é relativamente grande (da 
ordem de 20 a 25 instrumentos por naipe), nao há mais necessidade que 






-e d1óene1o quando O < n. < 8 
J 
ê Ju.:.a.t quando n. < 8 
J 
(5.1) 
Este procedimento e necessário, pois ao diminuirmos o li 
mitante superior da variável 
ções do problema e o tempo de 




Finalmente, descrevem-se neste capítulo métodos de reso-
lução do modelo, tais como: BRANCH ANV BOUNV e GRAVJENTES CONJUGADOS • 
. 
Todas estas informações serão levadas para um programa chamado 
TORQ l.l, que será a ferramenta computacional de auxilio à composi 
çao. 
5, l. UM PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO NÃO LINEAR MISTO 
O problema que se coloca é o seguinte: quantos instru-
mentos devem tocar em cada naioe e com que loudness, para que um de-
terminado .timbJt.e. obje.t-<.vo 
pela orquestra? 
o critério de aproximação e a minimização da norma L2 
da diferença entre o timbre objetivo (G(w}) e o timbre orquestral 
A A 
efetivamente produzido (F(w,X,Y}) isto é, queremos (X,Y) tais que: 
' 
k-1 




~(X,Y) = min ~(X,Y) 
(X' y) 
i o ::_ yj ::_ 1 ' S/A Lj < xj ~ Uj (variáveis discretas) 
J
Mi+l 
[G(w) - F(w,X,Y) [ 2 dw 
Mi 
onde: e U. = limitante inferior e superior do naipe j 
J 
F{w,X,Y} é a função-timbre orquestral e j = 1,2, ••. ,n. 
( 5 • 2) 
Já sabemos que X. está associado ao loudness descrito 
J 
pela Equação de Stevens. Portanto, essa variável Jte.e,-6c.a..tona a. c..ult.va 
a~~oc.iada ao timblt.e do naipe de maneira que o modelo reflita o 1oud-
ne~h pelt.c.eb1do pon um 1ndiv1duo. Através deste procedimento canse-
gue-se vincular o valor ótimo da função objetivo à percepção sonora. 
Logo, as canalizações associadas a X. 
J 
são determinadas por: 
e (5.3) 
onde: rninj =número mínimo de instrumentos no naipe j, -max. = nu-
J 
mero máximo de instrumentos no naipe j, Cj = constante de correção 
de instrumentos do naipe j. 
~ muito importante ressaltar que e VAR!ÃVEL V!SCRE-
TA E NÃO Ê UMA VARIÁVEL INTEIRA. Cada valor está associado a um 




. k = (rnín., min.+l,min.+2, ••. ,max.)} Q = {qk = C . .r-k com J J J ~ J J ( 5. 4) 
onde: e sao respectivamente a quantidade mínima e máxi 
ma de instrumentos do naipe j, com min. > O; CJ. é a constante J -
de correção de intensidade associada ao naipe j, tal constante pod~ 
ra ser obtida experimentalmente,ou calculando-se o percentual do nu-
mero de instrumentos de cada naipe no total de instrumentos de uma 
orquestra sinfÔnica tradicional. Observa-se que os 







variável será considerada real (Veja equação (5.1)). 
5,2, FUNÇAIJ TIMBRE OBJETIVO - UM CASO PARTICULAR 
te-
esta 
Em princípio a fiu.nç.ão-.t..l.mbJte. objetivo pode ser de qual-
quer forma, desde que a mesma possa ser definida no intervalo de fre 
quência onde a orquestra soará. Entretanto, para que esta função sir 
va de instrumento de análise do timbre orquestral de um trecho de 
uma determinada obra, obteremos uma G(w} da mesma maneira que a 
função-timbre orquestral. 
Então, partindo de um trecho musical qualquer, associa-
do ao mesmo, construiremos uma G :[ I-1in,Max] ---+ IR 1 função que 
expressará o timbre percebido quando tocam um determinado conjunto 
de naipes. Por simplicidade, vincularemos a função G(w) a um tre-
cho musical por dois fatores: 
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3 
Q. ~ {qk ~C. fk com k ~ (min., rnin.+l,rnin.+Z, ••• ,rnax.)} 
J J J •J J J 




e sao respectivamente a quantidade minima e máxi 
ma de instrumentos do naipe j, com rnin. > O; 
J -
é a constante 
de correção de intensidade associada ao naipe j, tal constante pod~ 
rã ser obtida experimentalrnente,ou calculando-se o percentual do nu-
mero de instrumentos de cada naipe no total de instrumentos de uma 





rão no máximo 9 elementos, tendo em vista que para x. 
J 
esta 
variável será considerada real (Veja equação (5.1)). 
5.2. FUNÇAQ TIMBRE OBJETIVO -- UM CASO PARTICULAR 
Em princípio a 6unção-t~mb~e objetivo pode ser de qual-
quer forma, desde que a mesma possa ser definida no intervalo de fre 
quência onde a orquestra soará. Entretanto, para que esta função sir 
va de instrumento de análise do timbre orquestral de um trecho de 
uma determinada obra, obteremos uma G(w) da mesma maneira que a 
função-timbre orquestral. 
Então, partindo de um trecho musical qualquer, associa-
do ao mesmo, construiremos uma G :[Min,Max] ~ ~, função que 
expressará o timbre percebido quando tocam um determinado conjunto 
de naipes. Por simplicidade, vincularemos a função G(w) a um tre-
cho musical por dois fatores: 
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1. o tJtec h o mu-6-ic.a.t será definido pelo inter 
•. valo de frequência no qual todos os nai-
-
mu.da.m de .toudne.t.h, seja, há pes na o ou um 
loudness fixo y para cada naipe. 
2. A G(w) depende do conjunto de naipe que 
tocam no tnec.ho e para cada um deles, o 
número de instrumentos -é constante. 
Verifica-se que essas propriedades definem uma 
f, (w,x.,y.} -_(função timbre orquestral) para cada naipe j. Assim, 
J J J 
corno essas funções não são contínuas no intervalo de frequência onde 
estão definidas, a G(w) também não será contínua em todo o interva 
lo (min,max} . Precisamos encont"rar seus pontos de descontinuidade e 
ordená-los num conjunto como fizemos no Capítulo IV, seção 4~3. Do 
mesmo modo, é necessária uma função indicador que verifique quais 
funções pertencem a um dado intervalo de corte. 
Portanto, para que não se confunda a notação associada 
à G(w), vamos renomear o conjun-to de. CoJtte . .6 e a t)unç.ão .indicadoJt. 
(a) - O conjunto de corte será dado por: 
c = { p com h = 0,1,2, .•. ,u} g h (5.5) 
onde: c -e ordenado de forma crescen g 
te, u +l - número de cortes e o e 
Po = Min e Pu = Max. 
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(b) 
- Chamamos a função indicador de Th (j) 
' definida por: 
J 1 se w .. < ph e w > ph+l ffi:LUJ max Th(j) 
I o na situação complementar. 
( 5 • 6) 
Assim construída a FUNÇÃO TIMBRE OBJETIVO e uma 
G: [rnin,max] ---+ 61:, definida para w E (Ph ,Ph+l], h= 1,2, ••. ,u 
ou S!?ja 
n 
G(w) = l: Th(j)f.(w,x.,y.) j=l J J J 
onde: está definida em (5.6); G(w) nao depende de 
( 5. 7) 
y, nem de 
J 
xj' e em geral, pode ser urna função qualquer. Nosso procedimento, p~ 
rém, é de aproximá-la por uma função linear por partes, a razão des-
te fato será entendida melhor quando calcularmos analiticamente o va 
ler de W(X,Y). Assim, escrevemos G(w) da seguinte forma: 
a 1w + el para Min = Pa < w < pl 
a 2w + s2 para pl < w < p2 
G(w) = < ( 5 • 8) 
a 3w + s3 para p2 < w < p3 
P < w < P = Max u-1 u 
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Observa-se que para o caso particular d~ G(w) construída em (5.7), 
e co!n (h= 1,2, ... ,n), podem ser obtidos a partir das equ~ 
ções do Capítulo IV- tópicos 4.1 e 4.2, como seguem abaixo: 
1 
Th(j) {xj (r 0 j + yj~rj) l se gj(w,yj) > o 
"h = < ( 5 • 9) 
I Th(j){x.(c0 . + y.M.)} se g.(w,y.) < o J J J J 'J J 
-Th(j){x. [r 0 . + y~r.) (w0 . + y.~w.) + 1 0 . + y.~I.] l J J'J J JJ J JJ 
se g. (w,y.) > O J J - (5.10) 
se g.(w,y.)<O J J -
5.3. FUNÇAO OBJETIVO 
Apesar de escrita em 5.1, numa forma compacta, a função 
objetivo ~(X,Y) não é simples e acarreta muito tempo de r,áhxllo com 
putacional. O seu valor depende, a cada avatlaçãa, do~ va!o~e~ de 
~(X,Y), portanto teriamos que calcular k-1 integrais (por algum me 
todo numérico) dado que F(w,X,Y) e G(w) não têm a mesma forma p~ 
ra cada intervalo de integração (Mi,Mi+l] • 
Para minimizar esse problema, o cálculo de ~(X,Y) será 
feito analiticamente, de maneira tal que explicite o valor das ínte-
grais. Logo, partindo de um intervalo arbitrário (Mi,Mi+l] 
M0 < Mi. e Mk ~ Mi+l , tem-se a seguinte integral: 
onde 
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(G (w) - 2 F (W,X, Y)) dw 
I<M.,M. 1] 
' '+ (5.11) 
j=1 
x.S. (j)f. (w,y.) 2 
J 1. J J dw 
(G (wl -
Ana]isando-se a expressao de f.(w,y.), 
J J 
verifica-se que 
essa função é aproximada por funções lineares por partes, e existem po!:!: 
tos não diferenciáveis associados aos valores da reta g. {w,y.) 
cada intervalo 
J J 
(M.,M. 1]. Logo, para bem determinar a integral > H 
em 
em 
dw r é necessário calcular-se esses pontos de não diferenciabilidade 
e dividir-se em subintervalos onde será dife-
renciável. 
Analisando as express·ões ( 4. 5) e ( 4. 6) (capitulo IV) 
·f' e ue os "'o'cos" da verl 1.ca-s g ..... f {W·, y) serão êados por: 
1) w' = wO. para J = 1, 2 ••. n ouando h.wj = o J J 
2) w' wO. + yjnwj para j = 1, 2 .•. n quando 6w. I o J J J 
Para o segundo caro os nontos de na o diferenciabilid.ade 
dependem de yj. Portanto, para facilitar o cálculo da integral faze-
mos: 
w~ = 
J w min + w :r.J.ax 
.rara 
Assimr podemos criar um coniunto de subintervalos de 
inteqração que contenha os wj , para cada intervalo [M1 , Mi+l). 
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Vamos chamar os elementos desse conjunto (depois de or-
denados) de ~i então escrevemos: 
com v = 1, 2 , ••• , s-1} (5.13) 
onde: s ~ 1, ç 0 = M1 e ç 5 = Mi+l . Observa-se que apenas os extre 
mos do intervalo de integração (M1 ,Mi+l] não dependem de yj 
A partir do conjunto Cf, dividimos (M1 , Mi+ll em s-2 
subintervalos para v= (1,2, ..• ,s-l). Então a 





x.S. (j)f. (w,y.)? 










x.S (j)f. (w,y.) 2 
J v J J 
- l: x.S (j)f.(w,y.) 2 dw. 




Faz-se então, a mesma müdança de variável para as três 
integrais, tomando-se 
com v = 
ev(w) 
- e v 
' 




















x.s (j)f. (w,y.) (5.15) 
J v. J J 
' 
e deste modo temos que 
( 5 .16) 
Tendo em vista que G(w) e uma função linear por par-
tes e fácil calcular sua derivada: 
dG(w) 
dw = av (5.17) 
onde: av será igual ao definido em (5.9), se construirm::)s G(w) como em 
( 5.7), ou sera o coeficiente angular da aproximação linear de G(w) 
Para o intervalo (r r J · 
"'v' "'v+l · 
O cálculo da derivada de fj(w,yj) também fica simples, 
pois essa função é linear em relação a w. 
~ I r Oj + y.ór. se g(w,y.) > o J J . 1 (5.18) (w 'y j ) = < 3w I cüj + yjócj se g(w,yj) < o 
dG (w) af. Observa-se que tanto como _2 (x.,y.) na o de-dw 3w J J 
pendem de w; logo, pode-se calcular a derivada da inversa, o que dá 




d8 = n dfj v •. a ~ x.s (j) (W 'y j) v j=l J v aw 
( 5 .19) 
onde: o. está definido em (5.17) e 
v 
(5.18) • 
Chamando os extremos de integração na variável de cv e 
cv+l , segue-se que: 








Pode-se calcular o·valor da integral: 
S. v+ 1 
J 
(G (w) - ~ x.s (j)f. (w,y.)dw 



















o . w ,y. 











O cálculo feito acima se restringiu a um sllhlntervalo ar 
bitrário logo, precisamos generalizá-lo para os 
"s" subintervalos contidos em (Mi ,Mi+l ] . 
s-1 
dw = L 
v= O 
(5.22) 
observa-se que o indice 11 i+l" está associado ao intervalo de integr~ 
Finalmente, encontra-se o valor total ~(X,Y): 
k-1 s-1 
~(X,Y) = L r· (5.23) 
i=O v=O 
5.4. GRADIENTE DA FUNÇÃO OBJETIVO 
Vamos calcular as coordenadas do ~(X,Y) & Entretanto,as 
variáveis e têm naturezas diferentes, por essa razão divi-
dimos o cálculo em duas partes: 
l. 3~(X,Y) com j = 1,2,& •• ,n 
dx. 
J 







Explicitamos o valor das derivadas parciais em relação 
k-1 s-1 







v J J 













2 x.s (j)f.(ç , Y;ll J v J v ' 
(5.26) 
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PARTE 2: " 
A forma do cálculo é similar à maneira feita acima. o 
que se modifica são as derivadas parciais, que agora são tomadas em 
relação a y .. Então segue-se naturalmente: 
J 
ó'l'(x. ,y.) k-1 s-1 
__ ]L_..J.)_ = ~ l: 


































df.(ç +l' y.) J v J 
dyj 
3f . ( ç ' y . ) 








J v J 
2y.6r.fiw. + ç 6r. + fii. + w06r). + fiwr0J. se q(w,yJ.) >O J J J v J J 
= < 
3yj 
Observa-se que o cálculo de 
<lfj ( v+l'yj) 
3yj 
(5.31) 
é similar ao anterior. 
Na seçao seguinte, discutiremos os algoritmos que usa-
remos na resolução do problema 
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5. 5. MÉTODOS DE RESOLUÇ.~O DO PROBLEf1A 
' 
Pelas características das variáveis deste problema preci 
sa-se, para resolvê-lo, de um método que tenha a propriedade de es-
tar associado· a um p!tobie.ma m..if.l.to c.anat.izado. Analisando-se a litera 
tura, chega-se à conclusão de que esse método seria o BRANCH ANV 
BOUNV [ 8 ]l 9 1, pois ele trabalha com um problema relaxado da segui~ 
te forma: 
c.a.tc.u.ta-.6 e o v a.C. o !L Õti.mo .6Upon.do-.6e. que. .to da<. 
a~ va.Jtiâ.ve.L~ 4ão Jtea..ü e depoL6 ve/c.J..fiJ..c.a. -.óe. 
a J..nte.gJtaiidade da .óoiução. 
~ necessário uma ferramenta que resolva o problema rela-
-xado que e o seguinte: 
u.rn pl<.o btema de. pnogfta.maç.ao r1ão iine.a.A m.i.t..to 
c.om va.Jtiâ.ve..l-6 c.ana.t-i.zada-6. 
Para resolver-se o mesmo, usa-se um algoritmo chamado de 
ESTRATtGlA VAS RESTRJÇDES ATIVAS (E.R.A.)[ll] acoplado ao método dos 
GRADIENTES CONJUGADOS [10][12]. 
5.5.1. GRADIENTES CONJUGADOS 
Nas seções anteriores calculamos analiticamente o valor 
da Fu.nç.âo Obje.:tJ..vo I{I{X,Y) e ah cooJtde..nada-6 de. he..u Gn..adle.n.te... Mesmo 
escritas numa forma mais simples, o cálculo de ambas acarreta muito 
tempo computacional. Logo, gastariamos mais tempo ainda, para o 
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cálculo da segunda derivada. Por isso, optamos pelo MtTOVO VOS GRA-
V1ENTES CONJ~AVOS que trabalha somente com a primeira derivada. 
Usa-se normalmente uma formulação do Algoritmo de Resol~ 
çao do Método dos G.G. para funções quadráticas [10]. Nesse algorit-
mo o primeiro passo é dado na direção contrária ao gradiente. Os pa~ 
sos subsequentes são dados numa direção que é uma combinação linear 
do gradiente corrente e da direção do vetor do passo anterior. 
As propriedades importantes desse algoritmo são: o cálcu 
lo do vetor direção (dk} é fácil e a convergência do método é ga-
rantida para funções quadráticas num número finito de iterações. 
Porém, essa formulação nao atende as condições do. nosso 
problema, pois a função objetivo ~(X,Y) nao e quadrática. Assim, 
apresentamos os passos do algoritmo de Fletcher e Reeves,que se ada~ 
ta a resolução de problemas não quadráticos [121. 
( l) 
(2) 











= O,l,Z, ... ,n-1, calcule: 





+ ÀSk) (busca 







se \gn\ < 
Po = 















o n o n 
z = z g = g (1\gh) T5 h ' ' ' 
para ( 2) • 
obser-
va-se que todas as componentes serão consideradas reais para efeito 
de cálculo computacional; posteriormente, verifica-se a integralida-
de das x, no Branch and Bound. 
J 
5.5.2. ESTRATtGIA DAS RESTRIÇÕES ATIVAS 
Na secção 5.1, quando descrevemos o problema de program~ 
çao nao linear misto associado ao modelo, verificou-se que devido ãs 
condições físicas, as variáveis do problema seriam canalizadas~ poi~ 
o va.lo!t Õtimo de. \}I(X,Y) e..td.â. numa Jte.gião bem de.te.JtmJ.nada. Nesta 
seção descrevemos um método que vai limitar a essa região o ponto 
ótimo. 
A seguir, apresentamos uma descrição sucinta deste algo-
ritmo já adaptado ao modelo [ 11] .. 
Tendo em v~6ta que 
y. ~ejam heópeetivamente: 
J 





-e. a Jt.e.g.<.âo de. 6a~ 
= u = 1 
n 
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Observa-se que usamos ago~a a mesma notacão para os 
limitantes, tanto ~ara yj quanto de X. 
J 
veja 5.1. 
A••lm, de6inLmoa uma FACE VE P po4: 
F~ = {z E p tal que z. = L. 
.(_ 
' ' 
palt-a i E 1 
• 
z. = u. J J 
pa4a j E J} 
onde: o~ conjuKto~ 1, J A~Jt.ao de6inidoh abaixo; ne44altamoh nova-
me.n-te que. z = (x 1 ,x 2 ,~ •. ,xn, y 1 ,y2 , ••• ,yn). 
I:te.Jtaç_ão I vt-i .. c...Lal, k = o. 
Vado o Z Ep, c.lt.J.am-.6e. 3 c.onjun:tob de lndJ..c..e.: 
Conjunto l = {i tal que z. = L.} 
' ' 
Conjun:to J = {j ta f que z. = u.} J J 
Co nju.n.to T = {1,2, 3, ... ,n} - (! u ]) 
Se 
~ (Z ol 
> o para todo i E l ~ ( z 01 < o para to-
Z• • z. 
' J 
do J E J e 
~ (Z O) 
= o para todo t E T parar. Se não, cami-
zt • 
nha-se para outras iterações com os seguintes passos: 
Passo 1: Dado k+l z (obtido pelo método dos 
gradientes conjugados, descrito 
· ) t 1 "(zk+l) < "(zk)can ac~ma a que T 'f 
j 
F,(, algumas destas proprie-
dades são verificadas. 
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(a) k+l L. k+l l.\ paJta. ai-z = ou z. = 1 
gum i E T 
( b) 2~ (Zk+l) = o pa!ta :todo i E T. 
dZ, 
1 
PaSso 2. Se k+l satisfaz (a) ' rede fina z os 
três conjuntos de Índices: 
1 = {i :tal qttt k+l Lt} z = 
J = {j :ta i que 2 k+l = Ut} 
T = {l, ... ,n} - ( 1 u ]) 
Se k+l z na o satisfaz (a) ' mas satisfaz (b) então: 
(1) Se T.= {1,2, .•. ,n} parar. 






< o para todo i E J, parar. 
l 
Se (1) ou (2) sao satisfeitos, redefina: 
1 = l - {i E 1 tal que 
a~ (zk+l) 
< O} dz. 
1 
J = J {j E J tal que a~(zk+l) • > O} 
- dzj 
6a~a k = k+l e. volte. ao pa.õ.bO 1. 
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5,5,3, BRANCH AND BOUND 
• 
Finalmente, passamos a descrever o algoritmo que vai ge 
renciar o programa. A cada iteração, encontra-se o Ótimo de um pro-
blema de programação não linear canalizado, pelo método do gradiente 
conjugado associado a E.R.A._. Testa-se se o valor encontrado 6VUl o Õ.ti-
mo do pnoblema mi4to, ou t.eja, 4t a6 eomponente6 x. (j = 1,2,. . .,n) 
J 
Se a solução nao satisfizer a condição de integralidade, 
redefinem-se as canalizações do problema criando-se dois subproble-
rnas novos. Esses subproblemas serao armazenados numa Lit.ta Met.t~a e 
o processo terminará quando a llt.ta et.tiveh vazia. 
Precisamos então de um critério de escolha do próximo 
subproblema a ser resolvido. Já sabemos que quanto menor for o tempo 
computacional, melhor o programa se adaptará ao contexto musical no 
qual há necessidade de urna resposta rápida. 
Assim, usamos o critério de escolha na Lió~a Me.ót4a co 
mo L. I .F.O. {"Laó~ -if1 6L't-6t ou~"}. Tal critério se adaptará melhor à 
questão de tempo computacional por dois fatores: 
1. Tendo e.m v,U,ta que óe. e..tJc.oXhe. o títt..úno pJto 
b.tema a.toc.ado na tiJ..~a me.ótJta., e.ó-6a e..ótfr..E:. 
tégia alivia o ga&to de. me.mÕJtia e dá uma 
-6otução 6ac.tlve.l mal-6 Jtáplda. 
' 
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que. .6 e.Jtiam e.vi.tada.b c.om ou.t~r.a tic.Hi.c.a 
e.6:te 6ato não aume.ntaJtã mu-ito o tempo c.om 
putac.lonal, pol& quando uma vaJti.âvet at-
c.ançah um nZve.t malo!t que. 8, a me..bma &e.Jta 
Após essa rápida descriçãor seguem abaixo os passos do 
algoritmo de resolução do problema através do Branch ou Bound '[8] 
Informações necessárias a cada iteração k: 
ia) Lém-étante ,;upeiL-éoiL pa!La o vafuiL da óunçíto 
objet-évo !(X,Y) I denotado poiL z*). 
z* = "' . -ou. z = valoJt da 6u.nç.aa obje.t:f 
vo paJta uma .t.olução óac.tlve.l. 
I b I Lüta Me,;t!La de wbp!Lobtemaó de P!Logftam~ 
ç_ão Não Llne.aJt Ml.t.to a ~eJtem Jte.bolvldo~. 
A ú:nlc.a dL6:tlnç.ã.o e.ntJte. e.te.-6 .&ao .bua.t. c.a 
nat . tzaç.Õe.-6. 
Obóe.Jtva-&e. qu.e pana a p!tlme.lJta lte.Jtaç.ão 
a .ti.t.ta me.-6.tJta c.ontém .6Ó o pltob.te.ma oJti-
gina.t. 
Dado um k com k = 1,2,3, ... , a 1TERAÇÃO k 
pode ser descrita pelos seguintes passos: 
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Passo l~ Se a lista mestra ~ O, pa~e. 
Se não, retire o primeiro problema 
da mesma (L.I.F.O.). 
Passo 2. Resolva o problema retirado no pas-
so anterior (Problema de Programa-
çao Não Linear Misto) pelo método 
dos gradientes conjugados associado 
a E.R.A., supondo que todas as va-
riáveis são reais. 
Se este problema não tem solução fa~ 
tivel ou se o valor encontrado para 
a função objetivo e maioh que z* 
' 
·- está sondado. Volte o mesmo Ja para 
o passo l. 
Se nenhuma das duas condições e sa-
tisfeita,vá ao passo 3 . 
Passo 3. Se todas as variáveis xjE Qj para 
j ~ l,2,3, ... ,n, a condiçao de inte 
ghaildade e~tá ~atl&6elta. Guarde a 
solução fazendo * Z = zk e retorne 
ao passo 1. 
- 84 -
Passo 4. Escolha o primeiro· xj que nao ve-
rifique o critério de integralidade 
e crie na Lista Mestra mais dois sub 
problemas como está descrito abaixo 
em (5.32). 
Retohne ao pa6~o 1. 
Em virtude das peculiaridades do problema precisamos 
criar um critério de integralidade a uma posterior partição que se 
adaptem a ele sob o ponto de vista computacional. Já discutimos aci-
ma, na seção 5.1, a construção dos conjuntos Qj (j = 1,2, ... ,n) as-
sociados a cada naipe. Assim, para verificar-se a integralidade de 
x. , usa-se o seguinte artifÍcio: 
J 
3 (X . ) 
Dado x. e calculado c. J J 
int(nj) \ ::_ E =.,. xj E Qj então fa 
e a par-
te inteira de 
Se nao, criamos dois novos subproblemas mu-
dando as canalizações da variável xj da se 
guinte forma: 








3=::--int{nj) +1 < xj < cj /maxj 
(5.32) 
Desta maneira cria-se urna árvore binária de subproble-
mas, cujo critério de partição é: 
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x ,g Q, ~>efta "it!tt"-eionada eomo em (5.32}. J ' J ,, 
' Veja a figura abaixo: 
F5.l 
Os passos acima sao estritamente vinculados ao programa 
TORQ 1.1, que seguirá no Anexo I. As informações dadas não descre-
vem o método Branch and Bound de forma geral, mas uma adaptação es-
sencialmente feita para a resolução deste problema part~cular. 
Chegamos, finalmente, a descrever todas as informações 
que achamos necessárias ao entendimento de nossa dissertação. Gosta-
ríamos que este trabalho trouxesse novas leituras sobre questões or-
questrais. Alguns subprodutos musicais vêm como consequência natural 
dos conceitos aqui discutidos e têm vital importância para a música 








PROGRAMA TORQ 1.1 E RESULTADOS COMPUTACIONAIS 
Neste primeiro anexo vamos discutir a estrutura do Pro-
grama TORQ 1.1 e alguns resultados computacionais obtidos através 
do mesmo. Apresentaremos três fluxogramas que descreverão os seus 
principais níveis; cada um deles descreverá uma macro estrutura ló-
gica sem detalhar tOdos os passos do programa. 
Da maneira que a arquitetura está estruturada 1 o pro-
grama, além de resolver um Problema de Programação Não Linear Misto, 
também cria arquivos de funções G(w) e escreve gráficos que expri-
mem o timbre de uma orquestra, portanto a sua utilidade é de cara-
ter composional e analítico musical. 
A FUNÇÃO (C) CRIA ARQUIVOS do TORQ 1.1, ou seja, é res-
ponsável pela inicialízaç_ão dos arquivos ORQ .ARQ e Gw .ARQ, onde fi-
carao alocados os registros NAIPES e FUNCRITl!:RIO respectivamente-. 
No primeiro registro estarão guardadas as informações 
sobre os naipes da orquestra, ou seja, os parâmetros descritos no 
capítulo IV que estruturam a Função-Timbre Orquestral. 
No segundo registro estarão guardadas as inforrna.ções ne-
cessárias uara se caracterizar uma funcão G(w) como a descrita no 
. ' 
capítulo V, tópico 5.2 .. 
A FUNÇÃO (R) BRANCH AND BOUND do TORD 1.1 calcula o va-
lor ótimo oara o Problema de Proqramação Não Linear Misto descrito 
no capítulo V, seçao 5.1 .• A procedure GRADIENTES CONJUGADOS está 
dentro desta funcão, nois a cada- interacão o nroqrama resolve um uro-
~ ·- . 
blema de programação não linear canalizàdo. 
-·-
A FUNÇÃO (A) ATUALIZA ARQUIVOS do TORQ 1.1 preenche os 
registros dos~arquivos descritos acima. 
A FUNÇÃO (T) CONSTRÓI G(w) do TORQ 1.1 é responsável per 
calcular e gravar,no arquivo Gw.ARQ, Funções-Timbre Objetivo com a 
formulação dada pelas equações 5.9 e 5.10. Na realidade esta função 
é composta, ,na medida em que se utiliza dá FUNÇÃO ATUALIZA ARQUIVOS 
para gravar a G(w) calculada. 
A FUNÇÃO <G>GRAFICA do TORQ 1.1 desenha gráficos tanto 
das funções G{w) quanto das F(w,X*,Y*) depois de encontrado o ponto 
ótimo. 
Os fluxogramas que se seguem descrevem: 
1 - programa principal com as cinco funções (Fa 1.1). 
2- procedure branch and bound· (Fa 1.2). 
3- procedure gradientes conjugados {Fa 1.3). 
OBSERVAÇÃO: a ordem acima -vai da estrutura mais externa a mais in-




PROCEDURE BRANCH AND BOUND 
(íNÍGIO) =;-;;;;;;;-c;;n;;;;;;-..~ 
z=oo 






PROCEDlfR!l GllADJENTE CONllJGADO 




t necessário para que haja parâmetros de cornporaçao en-
tre as diversFs funções G(w} determinadas em {T) (função constrói 
G(w)) que se determine uma orquestra máxima de normalização que di-
mensionará os limites do programa. Para esta orquestra também serão 
calculados os coeficientes Cj relacionados com a Equação de ~. 
Deste modo seguem abaiXo o gráfico da orquestra de normalização e 
uma tabela que contém na primeira coluna o nome do naipe, na segun-
da o número de instrumentos e na terceira os coeficientes Cj· 
Dh Orquestra <le Btlr•w.dizaçãu 
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O programa foi escrito em PASCAL e nossa implementação 
foi para computadores pessoais; assim, a aplicação do mesmo como fer-
• 
ramenta de composição e análise deve necessariamente estar vincula-
da a uma ambiência doméstica de maneira tal que o mesmo possa sendr 
de ferramenta de trabalho diária para um músico~ 
Gostaríamos·de ressaltar algumas aplicações do programa 
TORQ 1~1 . Já foram veiculados em seções anteriores, aplicações do 
mesma â análise e ã composição, todavia gostaríamos de descrever al-
guns exemplos práticos de como utilizá-lo. 
Suponha que o regente de uma orquestra queira tocar uma 
obra de algum compositor com uma orquestra semelhante timbristica-
mente a orquestra original. Ele poderia utilizar o TORQ 1.1 para 
obter esta resposta. O seu procedimento seria construir uma G(w) com 
a orquestra original da época, utilizando-se da Função Constrói Gw. 
Com o resultado calculado e gravado no arquivo Gw.ARQ e pructindo dos 
limites máximos e mínimos da orquestra com qual pretende tocar a mú-
sica, ele pode utilizar a Função Branch and Bound para encontrar o 
equilÍbrio que mais se aproxime da orquestra original. 
Um segundo exemplo prático seria: um compositor planeja 
de ~ntemão, para cada trecho da música, as faixas de frequência on-
de os naipes deverão atuar ; feito isto , para cada um deles o 
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compositor associa uma função G{w) no arquivo.Gw.ARQ. A partir 
dai ele passa a obter para cada trecho a quantidade de instrumen-
• 
tos e o loudness de cada naipe, a cada vez em que o orograrna é exe-
cutado. 
Uma outra forma de utilizar o programa será discutida 
no próximo anexo; nele mostramos como um gráfico será um importante 
instrumento de análise do timbre orquestral. 











fre~. m1n = 164.00 frec1. 1na>~. ~ 2094.00 
fre~. mir1 ~· ~8.00 freq. max. ~ 1569.00 
******** FUNGAO GCW> - V Sir1foni3 - A *******« 
80.00 >~= 37.07*w + 67.0329 >= 69.30 
139.00 >~ 2.20*w + 133.4090 >~ 80.00 
160.00 >~ 35.89*w + 126.3082 >~ 139.00 
(.~77. 00 >~= -·33, 74·Y:W + 279. 77'75 ):::. i60. 00 
350.00 >= 
•·•••• + •·•••• >~ 350.00 
• 987.. 0Q• ) o, -).25. 36-i':W + 609 '47\.'li >~ 3!.50.00 
1569.00 ) '" -·90. 50~-w + 46.1. . 7562": )= 987.00 
2640.00 )" -57. 921(·W + 322.57i8 ) =· 1569.00 
5280.00 ) .. -27.60*w + i6'6. 7975 )" . 2640. •80 
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4.00~( i.;:Jill) >~-' x[iJ )::: 1.0(10 0.9::-13) 
4.000( .1.538 ) '"" xC2J >'·' 1.000 < 0.969 ) 
4.000( 1.363 ) >~ x[3J >~ 1.000 ( 0.984 ) 
4.000( 1.514 > >=• x[4J >= 1.000 c 0.953 > 
· · ·· VALIJR'E-c l"l'lC'IAIS *************** HMM*******~*~**~ ~ -~ 
xt 1 J -· " 000 ( i . 20í. 
) 
·-
><[ 2 J '_) . 0(10 { i 'Í r'~ ::: 
·-
,.C.C-1. 
xC3J ;:;: 2.000 ( i . 24e! > 
){[ 4 J 
-· 
2.000 ( i .20i ) 
.•J[5J "" 0. 57'2•·--· > mf 
"[6] ~" 0.570--) mf 
~-j( 7 J ;::: 0 .570--) wf 
"[8] " '?i • :;:.? (i}--) mt' 
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XC1J - 0.95349 G[iJ -· 336.20060 
LOW[iJ = 0.95349. UPClJ - 1.51357 
XE2J - 0.96899 G[2J- 420.36064 
LOW[2J = 0.96899 UP[2J- 1.53818 
X[3J -- 0.98450 GE3J - 1157.26171 
LOWC3J- 0.98450 UPC3J- 1.56279 
XC4J 1.20132 G[4J- 0.00000 
LOWC4J -- 0.95349 UP[4J - 1.5135? 
YC J.l :: 0.00000 G[ 5 :t .. 282.03263 
LDbJL5:1 . 0.00000 UPC5J .. i. 000tb0 
YC 2J .. 0. 0000(1 GC 6 J .. 66.377i3 
LOWL6 J .. 0. 0tlJf/)lt!0 UPC6J . 1.00000 
Y[3J .. 0.57000 GE7 J 
-
0.00000 
LOWC7l •.. 0. 0(;-.(_100 Uf"C7J 
-
i. 000(4(:j 
Y[ 4J .• 0.57000 GC 8 J - 0.00000 
LOWL8l . 0.00000 UPCS J =:: 1.00000 
z ''" ~'i3060. 74ii3 
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• 
EPSLOM DE F'f!tH?tDA ::o· 1. 00000~i\)(?00E~-0'~ 
f'RECISAO DA !1AQUINA- 1.0000000000E-06 
TEMPO TOTAL- 15.93 s~qurtdos. 
53060.7411340000 
NumRr·o de Flautas = i 
Tocando ~ow intertsidadE ---) ppp 
Numero cl~ Corrtes-InglesEs = i 
Tocando co1d int~nsiJadE ---> l!1f 






• • Sol. Otu"a 1 
Hll3 
30 












RIESUJLTAIDO :~ .:~ : • . . j . ·. ·. 
NO? - '~ 
- lQO -
------------------Trumpete~---------------
freq_ min - 164.00 fr~~- ma)<. 2796. tM1 
------------------Trum~a~---------------
freq. min ~ 61.00 freq. 111ax. - 2094.00 
------------------Trcmbor:e9--------·-------
i'l~(õ'll. min '·' m~.00 fl·~·:q. m;:,>t. -· i3'7'8.(.~0 
*************** FUNCAO GCW) ~ Timbre VIII ******•! 
58.00 )"' 0. 00-il·w + 8i.3377 )o' 41.00 
61,00 ) '" 0. 00*W + 144.2879 ) '' 58.00 
6~i. 0ü ) '"' - i6.2i~éW + 165. 6~)92 ) "' 61"00 
. 
80.00 )" ~3.27*W + 151.3544 ) '" 65.00 
82.00 )c' 18.4i1','W + 217"7106 )o• 80,00 
130"00 >:r: 3i.:-'6*W + 243.2156 )o 82. 0~) 
160"00 )::o: 7Ll.2i*W + 2él4 "2691 )" 130"00 
164"00 ) ,, 4.57*W + J87.7584 )" 160.00 
i96.0ü ) ,~, 16.77~~\IJ + 4i:i.B704 }"'' 164"00 
í}3::l .00 >~ ~2.9i*w + 400 .5879 )"' 1.96. 00 
2b1 .00 ) "' 62. 60·l~W + 435.8366 >~ 233.00 
350.00 ) '" 94.06.ow + 408. 9742 ) '" é~6i 00 
35(!'1, 0.Z• ) .. . 94, 06*·W + 408. 974:::: ) '·' 3::'il!i . 0fJ• 
~l:J0. e·~~ ) '" 94 .06-Y:w + 408 .9742 ) ,, 350.00 
44<1. 00 > '"' -44 .64,-:·w + 761 er.:·~)·Y • J,,, ) ,_, 8:30. 00 
520. 00 > ~" -66. 533~W + 894 .24H', > =~' 440 .00 
55e·. 00 ) '' -95. i5*w + 971 . 931.3 ) ,, :::!2\1. 0{:! 
750. 00 )c. ·-1? 4. e9N·W + 1188. 8023 )" ... 5'50. 00 
91Q!.00 } :~1 ~--2:3t!. 46~~~~J + 13:::;6. N~~~s) ) "' 750 .00 
S-;87 .00 ) '' -·éii7 ]é~;.;IJ.l + j_bt?7 1295 >~ 910 ~';0 
120(1). 00 )• ·-EB2 .45ttw + 14~i9 .A1!:.:i7 ):o.: 987 .00 
i30i?J. 00 >- -3i6.22*w + 1~'i63. ]9j.7 )• 1200.00 
1398 .00 } :c~ •"370 . 4fl·)(-W + 1732. 3é)5Et >··· 13tH~. 0f· 
1.569 .00 )" -·32~'i. 67*w + 1539. i)392 >e 1398.00 
1569.{')0 ) '' -3~~3. 67*w + 1:::139 . 6:~9::: } ::-~ 1~)69 .00 
~?.09-1 .00 ) '' -E.: tA. 49*w + t2~;i9. [:1;~42 >- i569. lj0 
279é. 0r,1 )c• -2(!·1 . S67~W + 1021 . ~59 i 9 ) "' 20?4 .BC< 
3138. 00 ) .. -·179. 98-l"w + 889.5038 >~ 2796. 00 
4704 .00 )" ~-14i . 78·Jfw + 693.2405 ) '" 3138.00 
5268.00 )" ·-~J7 20*W + 4B9.5178 )" 4704 .00 
6279.00 )= -75.30*W ~- 357.1305 )= 5268.00 
9408.00 )~ -21.90*W + 132.3873 )~ 6279.00 
4.0001 1.489 ) )" x[iJ >= 1.100 1 0.938 1 
6.000( 1.733 > >"'' HE2J >·" 1".00e~ ( 0.9C:í-8 ) 
4.0~10( L5:l.4 ) )::: HC3J >::· 1..000 ( 0.9~i3 ) 
-lOL-
***************M VALORES INICIAIS *****"********* 
H[ 1 J .. 2.000 ( 1.182 ) 
xC2J 
"" 
4.000 ( i. 514 ) 
xL3 :l '~ 2.000 ( i.201 ) 
" ( 4 J 0. 7 i 2---) f 
:-J 1:.5 J 
"" 
0 . 7H!--·· > f 
1..![6:! ~~ 0.712·--) f 
*********~******* ITERACAO i **************** 
TEHf'O IVi I TERf.lC~~o ,,. . 2 i. 0'-l TE!1PO ACU11ULADO ·-· 21 . 09 
XEIJ - 1.48896 GCiJ- -11037.85008 
LOWlil- 0.93798 UPllJ • 1.48896 
XC2J • 0.95349 GC2J • 7.90189 
LUWC2J- 0.95349 UPC2J -- 1.73260 
XC3J = 1.51357 GC3J = -4064.04911 
LOWt3J ~ 0.Y5349 UPC3J = 1.51357 
YEi J - 1. 0e·000 GC •1J :::: -24165.48524 
LOWC4 J - 0. Q;<00(à0 l!PC 4 J -· 1 . fb0(?00 
YE2J = 0.00000 G[ 'S J .. :i2.S6'304 
LmJC~J - 0.00000 UPt :~- J .. L 00000 
. YC3 J :::: 1.00000 GC 6] ... --5904. 9?531 
LOWC6 J :;:: 0.00000 UPC6J - 1.00000 
z ~" 425~120. 3786i 
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• 
EPSLON DE PARADA • l.0000100000E-04 
PRECISA() DA MAQUINA-, 1.0000000000[-06 
I~UKERO DE AVAL1ACOES DA FUNCAO ~ 16 
TEMPO TOTAL - 21.09 SE0Undos. 
VALOF< OHI10 ··· 4258E:0. 3786100000 
Num8rc de Trumpetes ~ 4 
Tocando con1 intensidade ---> fff 
Num~rn d~ TromJ'as •• 1 
Tocando c:on1 intcn~s.i.d:ach:::· -~--> ppp 
Numero de 1·rambo11es = 4 





' Sol. ou .. a 2 
Hl0 ----------------------------------------------
SfJ ---·-~--···-------- ··-~---·----·----------· 




--------------- ---------------------·-·"'· i-------------······ 
-
Hl 100 llz 
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Para os dois resultados computacionais encontrados usa-
mos funções G (w), que serão apresentadas no próximo anexo. Para o pri-
meiro exemplo dado,um trecho da V Sinfonia de Beethoven (trecho A), 
no qual tocam 8 violinos, 2 violas, 2 cellos e 2 contra-baixos e 1 
clarinete, obtemos, através do programa, a orquestra formada de 
flautas, oboés, cernes-ingleses e fagotes gue mais se aproxima tim-
bristicamente da orquestra original tocando o trecho A da V Sinfo-
nia. 
O resultado apresentou uma combinacão de 1 flauta toam-
. . 
do em ppp, 1 oboé em ppp, 1 cerne-inglês em mf e 2 fagotes em mL Esse 
resultado é compatível com a realidade musical, pois para orquestras 
com mais ihstrumentos de cordas o número de madeiras em cada naipe 
·gira em torno de um a qratro. O fato de o cerne-inglês e os 
dois fagotes estarem tocando numa intensidade maior (rnf) está rela-
cionado com a faixa de fr.equência em oue o trecho A for esc ri to , a 
qual é uma reqião grave (frequências baixas). 
No segundo exemplo,usando uma orquestra sinfônica com 
todos os naipes tocando forte (timbre VIII, veja PrÓximo anexo) 
oonstatanos que a melhor aproximação timbristica para mesma é 1Jffi cem-
junto de naipes que contenha 4 trumpetes tocando fff, 1 trompa to-
cando ppp e 4 trombones tocando fff.O fato de encontrarmos apenas uma 
trompa tocando, nos leva à oonclusão de que é mais equilibrada tirnbris-
ticament~ a combinação trumpete e trombone. 
O tempo de processamento para cada um dos resultacbs foi 
razoável. Também pudemos verificar no exemolo dois, onde usarros urna. 
orquestra completa, que o tempo máximo de processamento foi de 21 se-
gundos. 
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Outro fato importante que pudemos verificar é que, nos 
dois casos, o~- programa convergiu em uma iteração. Certamente este fa-
to não será constante para qualquer combinação orquestral, porém o 









ANf,LISE GRÂFICA DO TUIBRE 
Partindo-se das equações 5. 9 e 5.10 e usando- se a orquestra 
máxima de noimalização, descrita anteriormente no anexo I, pode-se 
desenvolver uma análise gráfica do timbre orquestral. com essa in-
tenção daremos neste anexo três exemplos de como analisar-se grafica-
mente a distribuição dos harmônicos de uma orquestra sinfônica. No 
19 exemplo,partindo-se de uma orquestra inicial de quatro violinos, 
duas violas, um cello e um contra-baixo, muda-se o timbre da or-
questra colocando-se outros naipes, nos quais o número de instrumentos 
será igual a um. Abaixo encontra-se uma tabela que mostra como será 
a sequência dos naipes nos gráficos da próxima pág:ina_~ _ 
' 
1 -::.• ~-{ 14 5 ,_. 7 LH -C~ 
v X 
,;,,. 
"'lT X f auta I -y A )'. A 
oboe X X X, X y •L IX 
oorne-mq1es y X y YIX 
1 fagote X JLX XIY ...
1 trun:.pete I X X X IX I 
I I y ..,_,. X 1 tromoo. •L -"L 
trombone I XIX 
vmlino IYI!C X X XIX "':\IX 
viola X IX I XIX x:-..; Y.!X 
cel o XIXIXIX .\i X XIX 
O. baiXO X IX!XIX X1 X ... j ... XIX 
OBSERVAÇÃO: para o primeiro (timbre I) e segundo gráficos (timbre II) 
a orquestra é a mesma, porém no primeiro todos os naipes tocam em 
ppp e no segundo todos tocam fff. No oitava gráfico o número de UB-
trumentos das cordas é o dobro da quantidade inicial. Para todos os 
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Fazendo urna rápida análise das curvas do timbre I ao 
timbre VIII, podemos verificar as seguintes propriedades: 
1. partindo do princípio de que a curva caracteriza o 
o loudness dos harmônicos, vemos uma faixa de intensi-
dade máxima próxima da região onde o ouvido humano tem 
maior loudness. 
2. as madeira·s (veja capitulo I, seçao 1.} tendem a ele-
var o pico dessa faixa rapidamente. 
3. os metais (veja capítulo I, seçao 1.} nao elevam o 
pico da faixa tão rapidamente, porem criam um alarga-
menta da curva à esquerda. 
4. as cordas nao elevam o pico da faixa significativa-
mente quando tocam mais forte, porém o uso de mais ins-
trumentos de cordas tende a "suavizar" a concavidade da 
curva, ou seja, homogeneizar a dispersão OOs harrrônicos. 
No exemplo a seguir usamos urna informação do Grove's [23], 
que numa tabela (TA2 .1) fornece a distribuição de naipes e a quantida-
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Veja, a seguir, gráficos associados a algumas das arques-
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19 190 !000 
Analisando-se esse segundo exemplo, verifica-se que em 
toda a história das orquestras sempre a proporcionalidade de cordas 
em relação a outros naipes se manteve constante, ou seja, como já 
verificamos anteriormente, essa é urna forma de preservar uma boa 
distribuição de harmônicos. 
Finalmente, no terceiro exemplo, passamos a analisar urna 
música conhecida I a 11V Sinfonia de Beethoven ui para tal propósito Vol-
tamos a ressaltar que um trecho musical no sentido estrito de nossa 
análise terá um número de compassos qualquer, desde que no mesmo o 
número de naipes e o loudness de cada naipe se mantenham constantes 
para uma orquestra também constante. 
Assim, usamos uma orquestra que possivelmente tenha sido 
a orquestra que Beethoven utilizou quando tocou pela primeira vez a 
V Sinfonia; veja na tabela TA2.1 a orquestra Redoutensaal, concert-
1814. 
O trecho A será limitado pelos compassos 1 a 5, trecho 
B,compassos 6 a 17, trecho C,compassos 18 a 21 e trecho D,compassos 




















Veja a seguir quatro curvas associadas respectivamente 
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Comparando-se o gráfico do trecho A com o gráfico B, ve-
rifica-se que no segundo trecho o corte dado pela frequência minima 
é mais alto,e assim, diminuindo-se os graves,a simetria da curva 
fica· descaracterizada. Nota-se também que a diminuição do loudness 
nao acarret~ uma diminuição significativa no pico da curva. 
Passando-se de B para C, pois são trechos consecutivos, ve-
rifica-se claramente que a assimetria da curva B é compensada em C 
com a_entrada de todos os instrumentos, o que mostra corno a curva-
tura e a simetria do gráfico estão vinculadas ao efeito tirnbristico 
que o compositor quer obter. 
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O gráfico D tem a mesma quantidade de naipes que o grá-
fico C, porém o loudness é ff, o que acarreta um pico mais elevado 
para a curva. 
Comparando-se 'todos os gráficos obtidos aqui, percebe-se 
claramente que o timbre de uma orquestra pode ser caracterizado por 
uma curva normal. Esta conclusão nos leva à idéia de aue quando um 
músico está escrevendo urna obra para orquestra, ao pensar nos efei-
tos tímbrísticos de cada trecho de sua obra, ele está associando aos 
mesmos curvas normais com diferentes variâncias e médias. Tal fato 
nos leva a sugerir uma composição musical para gual, a priori,seriam 
pré-estabelecidas as curvas normais de cada trecho. 
Os resultados obtidos não somente nesta seçao como em 
toda a dissertação nos incentivam a continuar esta pesquisa, e o 
que nos parece natural é verificar, a partir destes resultados 1 o 
comportamento das funções aqui obtidas, não mais no domínio das fre-
quências, mas no domínio do tempo. Com tal procedimento analisare-
mos os processos dinâmicos envolvidos na música. 
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